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PRÉFACE. 


L'Ouvrage que nous offrons ici au public a pour but de 
combler une lacune singulière. 
Il n'existe, en effet, aucun Traité moderne, français, de la 
Théorie des nombres. 
Et cependant, tout le monde sait l'extrême importance de 
cette Théorie, base de toutes les Mathématiques, et dont il 
faut absolument connaître les principaux résultats pour en- 
treprendre une recherche d’ordre tant soit peu élevé. 
Qu'il nous suffise de dire qu’en Allemagne il existe plu- 
sieurs Traités de la Théorie des nombres : l’Ouvrage de 
Lejeune-Dirichlet, revu par Dedekind; celui de Tchéby- 
scheff, traduit par Schapira; lOuvrage plus récent de 
M. Bachmann, etc. 
La première difficulté qu’éprouve l’auteur d’une Théorie 
des nombres, c’est de délimiter son sujet. Qu'est-ce, en effet, 
que la Théorie des nombres”? 
Il semble d’abord que ce soit tout simplement la Théorie 
des nombres entiers. Mais cette définition est trop vaste. En 
effet, la notion de nombre entier suffit pour donner la dé- 
finition des nombres fractionnaires et incommensurables. 
D'autre part, le nombre servant de base à toute l'Analyse, 
| et même à la Géométrie et à la Mécanique rationnelle, qui 
Îne sont, à un certain point de vue, que des représentations 
Ÿconformes de l’espace et du temps sur le nombre, il résulte- 
Srait de la définition précédente, que la Théorie des nombres 

comprendrait toutes les Mathématiques. Il faut donc se res- 
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treindre et dire que la Théorie des nombres est la Théorie 
des nombres entiers, en tant seulement qu'ils sont entiers. 

Mais il est évident alors que la Théorie des nombres frac- 
tionnaires ou incommensurables, en tant qu'ils sont fraction- 
naires ou incommensurables, est étroitement liée à la pré- 
cédente. En fait, il est pratiquement impossible d'étudier 
l’une de ces Théories indépendamment des deux autres. Par 
exemple, les problèmes d'Analyse indéterminée du premiér 
degré, problèmes dans lesquels les données et les inconnues 
sont des nombres entiers, se traitent par le développement 
en fraction continue d’un nombre fractionnaire. Les pro- 
blèmes d'Analyse indéterminée du second degré, dans 
lesquels les données et les inconnues sont aussi des nombres 
entiers, se traitent par le développement en fraction continue 
d’un nombre incommensurable. 

En résumé, la Théorie des nombres étudie les propriétés 
des nombres, en tant que ces nombres sont entiers, frac- 
tonnaires où incommensurables; elle cherche à distinguer 
ces nombres, à les classer, à étudier leurs propriétés parti- 
culières; mais les propriétés qui appartiennent à tous les 
nombres, par exemple celles qui constituent le calcul algé- 
brique et toutes ses conséquences, échappent à la Théorie 
des nombres. 

Notre Ouvrage contient d’abord les matières suivantes : 
Premières propriétés des nombres entiers; Nombres frac- 
lionnaires; Fractions continues; Congruences; Restes 
quadratiques ; Nombres incommensurables ; Classification 
des nombres incommensurables; Formes quadratiques 
binaires; Analyse indéterminée du premier et du second 
degré. 

Il content, de plus, sous forme de Notes, l’exposé de 
quelques questions particulièrement importantes ou inté- 
ressantes, et qui ne rentrent point dans le cadre précédent. 

Parmi les principales, citons : Compléments à la Théorie 
des nombres premiers; Décomposition des grands nombres 
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en facteurs premiers; Calcul des racines primitives; 
Fonctions numériques: Nombres imaginaires de Gauss ; 
Nombres imaginaires quadratiques en général. 

Telles sont les matières qui nous ont paru devoir entrer 
dans les Éléments de la Théorie des nombres. Nous réser- 
vons pour le Traité plus complet, que nous aurons peut-être 
le plaisir de publier un jour, les Théories de la composition 
et du nombre de classes des formes quadratiques; les Re- 
cherches de Riemann sur la fonction Ü(s), et les travaux 
qui en ont été la conséquence; la Théorie des idéaux de 
Kummer et Dedekind, etc.; toutes matières plus difficiles 
que les précédentes et qui d’ailleurs, étant encore l’objet des 
travaux de nombreux géométres, ne présentent pas ce ca- 
ractère définitif que doit avoir un Traité didactique. 

D'’alleurs, autant que possible, nous avons mis le lecteur 
sur la voie de ces questions : la Théorie des nombres entiers 
imaginaires étant, par exemple, une préparation à celle des 
idéaux. 

L'Ouvrage se termine par des Tables numériques : Tables 
de nombres premiers, de racines primitives, d'indices, de di- 
viseurs linéaires de formes quadratiques. 

Ne voulant pas allonger inutilement, nous avons passé 
rapidement sur les théories élémentaires ou sur celles déve- 
loppées dans d’autres Ouvrages; par exemple, sur les pre- 
mières propriétés des nombres entiers et sur la définition 
des nombres incommensurables. Nous ne pouvions les passer 
complètement sous silence, sans laisser une lacune dans lOu- 
vrage. Nous avons d’ailleurs, en cela, suivi l'exemple des 
plus illustres géomètres, Legendre, Lejeune-Dirichlet, etc., 
qui, dans leurs Théories des nombres, n’ont pas jugé indigne 
d'eux de commencer au début même, à la définition du 
nombre entier. 

Nous avons, dans toutes les questions, donné des exemples 
numériques. Ceci nous semble d’une grande importance. [l 
ne suffit pas de démontrer qu’un nombre existe, il faut savoir 
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le calculer. Par exemple, la possibilité ou l'impossibilité 
d’une congruence du second degré se détermine facilement 
par l'emploi des symboles de Legendre et Jacobi; mais le 
problème de trouver les racines de cette congruence entraîne 
des calculs souvent pénibles. 

C’est en nous plaçant au même point de vue, que nous 
avons donné les méthodes par lesquelles on Has les 
diviseurs d’un nombre. 

Tous ces calculs exigent l’emploi des Tables que nous 
avons placées à la fin du Volume. 

En publiant ce Traité, nous avons pensé être utile à tous 
ies étudiants en Mathématiques, à tous ceux qui, ayant be- 
soin de la Théorie des nombres, sont obligés actuellement 
d’aller la chercher dans des Ouvrages étrangers qu'ils ne 
lisent souvent que difficilement. 

Peut-être aussi intéresserons-nous ce que nous appellerons 
les mathématiciens amateurs. Nous voulons dire ceux, offi- 
ciers, ingénieurs, etC., qui, ayant une instruction solide et 
le goût de la Science mathématique, prennent plaisir à s’en 
occuper, dans les loisirs que leur laisse leur profession. A 
ceux-là, la Théorie des nombres, plus difficile peut-être, mais 
exigeant moins d’études préalables que la plupart des autres 
Théories modernes, réservera de grandes jouissances. 

On sait, en effet, l'attrait particulier qu’exerce cette 
Science, L’Auteur serait heureux, s’il parvenait à procurer 
à ceux qui hront cet Ouvrage, un plaisir égal à celui qu'il 
a éprouvé à le composer. 
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CHAPITRE L 


RAPPEL DES THÉORIES LES PLUS ÉLÉMENTAIRES. 


$ I. — Égalité des nombres entiers. Opérations. Numération. 


1. L’Analyse tout entière repose sur les notions indéfinissables 
d'unité et de nombre entier. La notion d'égalité de deux 
hombDres (!) est comprise dans les précédentes. Ajoutons-y la 
notion de somme de deux nombres. Enfin admettons que {a 
somme de deux nombres ne dépend pas de l’ordre dans lequel 
on les ajoute. 


2. Mais on peut définir la somme de plus de deux nombres 
en disant que c’est le résultat obtenu en ajoutant d’abord les 
deux premiers nombres, puis la somme obtenue avec le nombre 
suivant, et ainst de suite. 

En particulier, on peut former tous les nombres, en ajoutant 
l’unité à elle-même, puis encore une fois l’unité au résultat, et 
ainsi de suite. Les premiers nombres ainsi formés s'appellent wn, 
deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix et se répré- 
sentent par les signes suivants : 


D 
rat) 
ES 
Or 
es 
© 
NI 
s 
(+) 
= 
Le] 
= 
e] 


(') Comme dans tout ce qui va suivre, il ne s’agit que de nombres entiers, 
nous supprimerons l’épitfète entier sans qu'il en résulte de confusion. 


(Ge 1 
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Les nombres étant formés de cette façon, tout nombre est dit 
plus grand que ceux qui ont été formés avant lui, et plus petit 
que ceux qui ont été formés après. 

Nous devons admettre encore un résultat sans démonstration, 
à savoir que : la somme de trois nombres ne change pas quand 
on change l’ordre des deux derniers. | 

Nous en avons fini avec les notions indémontrables qui forment 
la base des Mathématiques. Tout le reste s’en déduit par les 


règles ordinaires du raisonnement. 


3. Démontrons d’abord le théorème suivant : La somme d’un 
nombre quelconque de nombres est indépendante de l’ordre 
dans lequel on les ajoute. 

En effet, de ce que nous avons admis, relativement à une somme 
de trois termes, il résulte immédiatement que, dans une somme 
d’un nombre quelconque de termes, on peut intervertir l’ordre 
de deux termes consécutifs. 

Ceci posé, considérons les termes rangés dans un ordre quel- 
conque. On peut amener le terme que l’on veut à la première 
place, en l’échangeant avec le précédent, puis avec le précédent, et 
ainsi de suite. Ensuite on peut amener le terme que l’on veut à la 
seconde place, et ainsi de suite, jusqu’à ce que tous les termes 
soient rangés dans l’ordre que l’on aura voulu. 


4. Pour trouver la somme de plusieurs nombres, on peut 
les répartir en groupes, chercher séparément les sommes des 
nombres contenus dans chaque groupe, et enfin faire la somme 
de ces sommes partielles. 


En effet, d’après la définition même de la somme de plusieurs 
nombres, on peut remplacer les premiers de ces nombres par 
leur somme effectuée. Comme d’ailleurs des termes quelconques 
peuvent être placés les premiers, la proposition est démontrée. 


AE , : ; 
9. Notations. — Quand on raisonne sur des nombres, indépen- 
damment de leurs valeurs particulières, on représente souvent ces 
nombres par des lettres. 
La somme de plusieurs nombres &, b, ..., l se désigne par 
a+ b+s..+ lt. 
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L'égalité de deux nombres &, b se note de la facon suivante : 


a = b. 


L'inégalité se note de la façon suivante : «a > b ou a € b sui- 
vant que & est plus grand ou plus petit que b. 


6. Différence de deux nombres. — De la notion de somme, 
on déduit celle de différence de la façon suivante : On appelle 
différence entre un nombre & et un nombre b, et l’on représente 
par a — b, le nombre qu'il faut ajouter à b pour reproduire a. 
Cette différence n’existe que si a est plus grand que b. 


7. Du nombre zéro. — Soit o un signe que nous appellerons 
zéro, et que nous placerons au rang des nombres. 
Par définition, a étant un nombre quelcorique, on a 


T0 —= «A 


0+a4—a. 


On en déduit 


TENDEN IRAN DE) 


Le nombre zéro jouit donc des propriétés que l’on a jusqu'à 
maintenant reconnues aux nombres. On peut donc raisonner sur 
lui comme sur les autres. 

L'introduction dans les calculs de ce nombre zéro est indis- 
pensable dans la suite. Dès maintenant, elle nous permet, dans la 
définition de la différence, de supposer les deux termes de la dif- 
férence égaux entre eux. 


On a, en effet, 
a — à = O0: 
Remarquons aussi que : 
Ai—0—= «a. 


8. Polynomes. — On appelle polynome une expression com- 
posée d’une suite de termes séparés par les signes + et —, par 
exemple, 


a+b—c+d—e—f+xg, 


et représentant le nombre qu’on obtiendrait en additionnant «& 
et b, puis du résultat retranchant c, et ainsi de suite. 
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9. Calcul algébrique. — On appelle calcul algébrique Vart 
de transformer les expressions contenant des nombres indétermi- 
nés, d’après des règles indépendantes des valeurs particulières de 
ces nombres. 

Dans cet Ouvrage, nous ne traiterons pas du calcul algébrique ; 
nous en regarderons les principaux résultats comme connus du 
lecteur, nous bornant à les rappeler, au besoin; parmi ces résul- 
tats, un des premiers est le suivant, relatif aux polynomes : 


Pour additionner deux polynomes, il suffit de les écrire les 
uns à la suite des autres en les séparant par le signe +. 

Pour retrancher un polynome d’un autre, il suffit de l’é- 
crire à sa suite, en mettant le signe — devant son premier 
terme, et changeant les signes de tous les autres. 


19. Multiplication. — Considérons une addition, dans laquelle 
tous les nombres à ajouter sont égaux. 

Soit à ajouter b nombres égaux à a; la somme obtenue dépend 
de a et de b. On l’appelle produit de a par b. On représente 
ce produit par & x b, ou a.b, ou plus simplement par ab. 

a et b s'appellent les facteurs du produit. 

La multiplication se présente ainsi comme une nouvelle façon 
de combiner les nombres, et par suite comme une source de nou- 


veaux calculs. 


11. Cas des facteurs zéro et un. — Mais les nombres o et 1 
échappent aux définitions précédentes. IL est cependant nécessaire 
que ces définitions n’aient pas d’exceptions, sans quoi les calculs 
seraient à chaque instant gênés par des restrictions insuppor- 
tables. On donne donc les définitions formulées par les égalités 


suivantes : 
DENT =, 
IXa—a, 
() 
A AO —I0) 
ONE" O 


12. Produit de plus de deux facteurs. — On définit ensuite 
le produit de plus de deux facteurs. C’est le résultat obtenu en 
multipliant d’abord les deux premiers facteurs, puis le pro- 
duit obtenu par le facteur suivant, et ainsi de suite. 
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Relativement à ces produits, on démontre le théorème suivant, 
analogue à celui qu’on a donné plus haut pour les sommes : 


13. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand 
on change d’une façon quelconque l’ordre de ces facteurs. 

En effet, reportons-nous à la démonstration donnée pour les 
sommes, et nous voyons que pour démontrer le théorème en ques- 
uon il suffit d’en démontrer les cas particuliers suivants : 


I. Le produit de deux facteurs ne change pas quand on 
change l’ordre de ces deux facteurs. 

Il. Ze produit de trois facteurs ne change pas quand on 
change l’ordre des deux derniers. 


Tout d’abord, si certains des facteurs sont zéro ou un, ces 
théorèmes sont évidents d’après les égalités (1). 

Supposons donc qu'il n’en soit pas ainsi. Soit d’abord à démon- 
trer que le produit de 4 par 6 est égal au produit de 6 par 4. 

Considérons le Tableau suivant : 


TOUR CTI 
Tai Tel 
L'AM-ANTE 
L'AF SLI 
LT DONS : 
LR Ch A MS 


Chaque ligne contient 4 unités, et il y a 6 lignes; donc le 
Tableau contient un nombre d'unités égal au produit de 4 par 6. 

Mais, d’autre part, chaque colonne contient 6 unités et il ya 
4 colonnes; donc le Tableau contient un nombre d’unités égal au 
produit de 6 par 4. 

Donc4 06 EX. 

Soit maintenant à démontrer que le produit de 4 multiplié par 6, 
multiplié par 3, est égal au produit de 4 multiplié par 3, muluplié 
par 6. 


Considérons le Tableau suivant : 


DELL I1I11 ITI1 LL HN TTLE ITIT 
ITI1I ITII ÉPLT TIIT TITLE TITI 


IIII IIIf ITITI 1111 ITII TITI 


6 CHAP. I. — RAPPEL DES THÉORIES LES PLUS ÉLÉMENTAIRES. 


Chaque ligne contient un nombre d'unités égal au produit 
de 4 par 6 evil y a 3 lignes ; donc le Tableau contient un nombre 
d'unités égal au produit de 4 multiplié par 6 multiplié par 3. 

Mais, d’autre part, chaque colonne contient un nombre d'unités 
égal au produit de 4 par 3, et il y a 6 colonnes; donc le Tableau 
contient un nombre d’unités égal au produit de 4 multiplié par 5 
multiplié par 6. 

Donc 

HOMME 0-0 


14. Conséquence du théorème précédent. — Du théorème 
précédent, on déduit, comme on l’a fait pour les sommes, la 
conséquence suivante : 


Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut grouper les 
facteurs d’une façon quelconque, et remplacer un certain 
nombre d’entre eux par leur produit effectué. 


15. Un théorème non moins important est le suivant : 


Pour multiplier un nombre par une somme, il sufjit de le 
multiplier séparément par les différentes parties de la somme 
et d'ajouter les résultats. 


En effet, pour répéter un nombre 3 plus 4 plus 9 fois, par 
exemple, il suffit de le répéter 3 fois, puis 4 fois, puis 7 fois, et 
d'ajouter les résultats. C’est une conséquence du groupement 
arbitraire des termes d’une somme. 

La théorie de la mise en facteur commun et celle de la multi- 


plication des polynomes, qui appartiennent au calcul algé- 
brique, découlent de là. 


16. Puissances d’un nombre. — Un cas particulier de la 
muluplication est celui où tous les facteurs sont égaux. 

Soit à faire le produit de m facteurs égaux à a. Ce produit 
dépend de a et de m; on l’appelle puissance mière de à et on le 
désigne par a”. Le nombre m est dit l’exposant de la puissance. 

La deuxième et la troisième puissance d’un nombre se dési- 
gnent par les noms particuliers de carré et de cube. 
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Relativement aux puissances, on a le théorème suivant, qui ré- 
sulte immédiatement de ce qu’on a dit sur les produits de facteurs. 


17. Le produit de plusieurs puissances d’un même nombre 
est égal à une puissance du même nombre ayant pour expo- 
sant la somme des exposants des facteurs. 


Comme cas particulier : 


La puissance Fee de la puissance mie d’un nombre a est 
égale à la puissance (mp "€ de ce nombre a. 


18. Dans les théorèmes précédents, on peut supposer certains 
des exposants égaux à zéro ou à un, au moyen des définitions 


suivantes : 
CAE 0 


al=— a, 


lesquelles ne contredisent aucun des théorèmes précédents. 


19. Division des nombres entiers. — La division est l’opéra- 
tion inverse de la multiplication, comme la soustraction est 
l'opération inverse de l’addition. 

La soustraction pouvait en effet se définir : Étant donnés la 
somme de deux nombres et l’un de ces nombres, trouver 
l’autre. 

De même, on peut poser le problème suivant : Étant donnés 
le produit a de deux facteurs et l’un de ces facteurs égal à b, 
trouver l’autre. 

Mais l’opération ainsi définie n’est pas, en général, possible. 

En effet, considérons les produits de b par les nombres entiers 
successifs, ou, comme on dit, les multiples de b. 

Il peut arriver qu'il y en ait un égal à @&, soit 


(2) di qe, 


Alors le problème posé est possible, le nombre g répond à la 


question. | 
Mais, en général, & est compris entre deux multiples consé- 


cuufs de b, soient gb et (qg +1)b, et le problème proposé est 
impossible. 
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On a alors 
(0) a=qb+r, 


r étant plus petit que b. 

L'égalité (2) est un cas particulier de légalité (3), r étant égal 
à zéro. 

Généralisons donc la définition de la division et disons que, 
dans chaque cas, l’opération qui consiste à trouver g et r s’ap- 
pelle division de a par b. Dans le cas où 7 — 0, on dit que la 
division se fait exactement, gq est appelé le quotient exact de a 
(22 
7 
Dans je cas où r n’est pas nul, r s'appelle le reste de la divi- 


par bd et se désigne par 


sion, g le quotient à une unité près de a par b et se désigne 
[42 
par E GC) . 


90. Extraction des racines. — Enfin l'extraction des racines 
est l’opération inverse de l'élévation aux puissances. 


Etant donné un nombre a, cherchons un nombre qui, élevé 
à la mème puissance, reproduise a. 


L'opération ainsi définie est, en général, impossible. 
En effet, considérons les puissances mi" des nombres succes- 
sifs : il peut arriver qu’il y en ait une égale à a. Soit 


(4) A1 CNT, 


. Alors le problème posé est possible, le nombre € répond à la 
question. 

Mais, en général, a est compris entre les puissances mi de 
deux nombres consécutifs, soit c” et (c +—1)*, et le problème 
proposé est impossible. 

On a alors 


(5) - a—=c+ 7, 


r étant plus petit que (CH 1)? — cm. 


L'égalité (4) est un cas particulier de l'égalité (5), r étant égal 
à Zéro. 
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Dans chaque cas, l'opération qui consiste à trouver c et r s’ap- 
pelle extraction de la racine mie de c. Dans le cas où r — 0, 
on dit que la racine s’extrait exactement; c est dit la racine mième 

PE (7 
exacte de a et se désigne par V/a. 
Dans le cas où r n’est pas nul, r s'appelle le reste, c la racine 


à \ Er \ re my 
mime de & à une unité près, et se désigne par E(Vc). 


21. Vumération. — La numération est l’art de nommer et 
d'écrire les nombres. Les deux numérations (écrite et parlée) 
reposent sur le théorème suivant : 


Etant donné un nombre b (appelé base), soit N un nombre 


quelconque, ilexiste une façon et une seule de mettre N sous 
la forme | 


(6) N— Gb PT, bone EG, 0 Ca}, 


do, &, -.., a, étant des nombres plus petits que b et dont cer- 
tains peuvent être nuls. 


En effet, l'égalité (6) peut s’écrire 


N=(abt-t+ ab... + an-1)b + an. 


a, étant plus petit que b, cette égalité montre que a, devra 
ètre le reste de la division de N par b. 
Réciproquement, divisons N par b. Soit 


N =0bN + An 
Si l’on parvient à mettre N'sous la forme 
N'—= abr-1# aibr-2 +... +an-1, 


N sera mis sous la forme (6). 
On a donc ramené la question relative à N à la même question 
relative au nombre plus petit N’. 


a, sera de même le reste de la division de N'par D; et ainsi 


n—i 
de suite. 

De proche en proche on détermine tous les nombres 4,, a,_,, 
M Etc: 


DE Sete TT ; ! N/ 
L'opération se termine d’ailleurs, car les nombres N, N’, N”,... 
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allant en diminuant, on finit par tomber sur un nombre plus 


petit que b. 


99, Ainsi à un nombre N correspond une suite déterminée de 
coefficients &5, &, ..., &n et réciproquement. 

Ces coefficients sont certains des b nombres 0,1,..., db —1. 
Représentons ces b nombres par D signes différents, et le 
nombre N sera représenté par la suite des signes qui représentent 
les coefficients &o, 4, ..., &n. 

La numération ordinairement employée est la numération à 
base 10 ou décimale. Les signes employés ont été donnés au n° va. 


23. Quant à la numération parlée, elle repose sur le même prin- 
cipe. Il suffit de donner des noms aux nombres 0,71,..., D —1, 
pour pouvoir, en combinant ces noms, nommer tous les nombres; 
mais, ce principe une fois admis, la numération parlée est plutôt 
une affaire de grammaire que de Mathématiques. 

À partir de maintenant, donner un nombre voudra dire : donner 
le moyen d'écrire ce nombre dans un certain système de numé- 
ration ; décimale, par exemple. 


24. Opérations arithmétiques. — Les opérations arithmé- 
tiques, addition, soustraction, multiplication, division, élévation 
aux puissances, extraction de racines, peuvent alors être définies 
de la façon suivante, l’addition par exemple : Des nombres étant 
écrits dans le système décimal, écrire leur somme dans le 
système décimal, et de même pour les autres opérations. 

Quant aux règles pratiques de ces opérations, elles appar- 
tiennent à l’enseignement le plus élémentaire et nous ne les déve- 
lopperons pas. 


$ II. — Divisibilité. Diviseurs communs. 


25. Multiples et diviseurs. — Comme nous l'avons déjà dit, 
on appelle multiple d’un nombre le produit de ce nombre par 
un autre. Ainsi ma est un multiple de a. Inversement «& est dit 
diviseur de ma. 

Tout diviseur de plusieurs nombres est un diviseur de leur 
somme. 
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Car si 
CO = 
a'= m'b, 
A TTAO) 


il en résulte que 


a+a+a"=(m+m+m')0. 


Comme cas particulier, tout diviseur d’un nombre est divi- 
seur de ses multiples. 

On voit de même que tout diviseur de deux nombres est un 
diviseur de leur différence. 


26. Théorie du plus grand commun diviseur. — Plusieurs 
nombres ont des diviseurs communs, car ils en ont au moins un 
qui est l’unité. Ils peuvent en avoir d’autres; en tout cas, ils en 
ont un plus grand que tous les autres, et qu’on appelle leur plus 
grand commun diviseur. 

On ramène d’ailleurs la recherche de tous les diviseurs com- 
muns à plusieurs nombres à celle des diviseurs de leur plus grand 
commun diviseur. 


27. Occupons-nous d’abord de deux nombres. La recherche de 
leur plus grand commun diviseur repose sur la possibilité, étant 
donnés deux nombres a et b, de trouver un nombre g et un 
nombre r plus petit que b, sauisfaisant à l'égalité (3). 

Il est bien évident en effet, que, si a est divisible par b, les divi- 
seurs communs à & et à b ne sont autres que les diviseurs de b 
et que le plus grand commun diviseur est b lui-même. 

Si, au contraire, «a n’est pas divisible par D, les diviseurs com- 
muns à ces deux nombres, divisant & et bg, divisent leur diffé- 
rence r.Réciproquement, les diviseurs communs à b et 7°, divisant 
bg et r, divisent leur somme 4. 

On en conclut que les diviseurs communs à & et b sont les 
mêmes que les diviseurs communs à betr. 

On déduit de là un procédé pour déterminer par des divisions 
successives le plus grand commun diviseur de deux nombres. 

Soient a et b ces deux nombres. Divisons & par b, puis divi- 
sons b par le reste de cette division et ainsi de suite. On a les 
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a = bg + r1, 
b=r;ig1+ To, 


71 —= T2 + T3; 


Tn—2 = Tn—19n—1 Tr 


Tn—1—= TnIn: 


Les restes r4,r, ... allant en diminuant, le dernier est nul. 
Or les diviseurs communs à a et b sont les mêmes que les divi- 
seurs communs à b et 7, qui sont les mêmes que ceux communs 
à r, el 7, et ainsi de suite. 

En définitive, les diviseurs communs à & et b ne sont autres 
que les diviseurs de r,, qui est lui-même le plus grand commun 
diviseur de aet de b. 


98. Le raisonnement précédent montre que : 


Les diviseurs communs à deux nombres sont les diviseurs 
de leur plus grand commun diviseur. 


29. Nombres premiers entre eux. — On dit que deux nombres 
sont premiers entre eux, lorsqu'ils n’ont pas d’autre diviseur 
commun que l'unité. 

On obtient facilement des nombres premiers entre eux de la 
façon suivante. Remarquons d’abord que : 


Lorsqu'on multiplie deux nombres par un troisième, le reste 
de leur division est multiplié par ce troisième. 


Car soit 
a =bq+7r, 
on en déduit 


(7) am = (bm)q + rm. 
Or 
PEL, 
donc 
rm < bm. 


Donc l'égalité (7) montre que rm est le reste de la division 
de am par bm. 
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IL résulte immédiatement de là que, inversement : 


Lorsqu'on divise deux nombres par un diviseur commun, le 
reste de leur division est divisé par ce diviseur commun. 


Ceci posé, considérons la suite des divisions qui donnent le 
plus grand commun diviseur de deux nombres & et b. Si l’on mul- 
tiplie ou divise ces deux nombres par un troisième, les restes de 
. toutes les divisions successives sont multipliés ou divisés par ce 
même nombre. Or le plus grand commun diviseur est l’un de ces 
restes. On peut donc dire que : 


Lorsqu'on multiplie ou divise deux nombres par un trot- 
sème, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou 
divisé par ce troisième. 


En particulier : 


Lorsqu'on divise deux nombres par leur plus grand commun 
diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux. 


Telle est la façon, que nous avons annoncée plus haut, d'obtenir 
des nombres premiers entre eux. 


30. Comme application de ce qui précède, démontrons le théo- 
rème suivant qui est d’une extrême importance : 


Quand un nombre divise un produit de deux facteurs, et 
qu'il est premier avec l’un d’eux, il divise l’autre. 


Soit 72 qui divise ab et qui est premier avec a. 

Le plus grand commun diviseur de m et a est égal à 1. 

Donc le plus grand commun diviseur de mb et ab est égal à b. 

Mais m divise évidemment mb, il divise aussi ab; donc il 
divise D. 


31. Recherche des communs diviseurs à plus de deux 


nombres. 
La recherche des communs diviseurs à plus de deux nombres 
repose sur le théorème suivant : 


Dans la recherche des communs diviseurs à plusieurs 
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nombres, on peut remplacer deux de ces nombres par leur 
plus grand commun diviseur. 


Soit, en effet, à chercher les communs diviseurs aux nombres 
, b, C, d. 

Soit D le plus grand commun diviseur de a et b. 

On a vu plus haut que les communs diviseurs à a et b sont divi- 
seurs de D. 

kéciproquement, les diviseurs de D sont communs diviseurs 
à a et b. Il en résulte que les communs diviseurs à a, b, c, d sont 
les mêmes que les communs diviseurs à D, c, d. C’est ce que nous 
voulions démontrer. 

On ramène ainsi la recherche des communs diviseurs à n 
nombres, à la recherche des communs diviseurs à 7 — 1 nombres. 
De proche en proche, on est ramené à deux nombres. Leurs com- 
muns diviseurs ne sont autres que les diviseurs de leur plus 
erand commun diviseur. Ce dernier nombre est donc le plus 
grand commun diviseur des nombres proposés, et l’on voit que 
le théorème du n° 28 s'étend à plus de deux nombres. 

Il en est de même des théorèmes du n° 29, comme on le voit 
facilement. En particulier : 


32. Lorsqu'on divise plusieurs nombres par leur plus grand 
commun diviseur, les quotients obtenus n’ont plus d'autre divi- 
seur commun que l’unité. On dit qu'ils sont premiers dans leur 
ensemble. I faut distinguer cette expression de celle de nombres 
premiers entre eux deux à deux. 


S III. — Nombres premiers. Décomposition des nombres 
en facteurs premiers. 


33. On appelle sombre premier absolu ou, plus simplement, 
nombre premier, un nombre différent de 1, et qui n'a d’autre 
diviseur que lui-même ou l'unité (1). Exemple: deux, trois, cinq, 
sept, elc. 


(") Nous ne,comptons pas 1 au rang des nombres premiers; certains auteurs le 
comptent. La question n’a d’ailleurs qu'un intérèt secondaire. Toutefois notre fa- 
con de voir a l'avantage qu’elle permet d’énoncer sans restriction le théorème sui- 
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l'out nombre qui n’est pas premier est dit composé. 
19 L r a \ Ci 
L'importance des nombres premiers résulte du théorème sui- 
vant : 


34. Tout nombre qui n’est pas premier est décomposable en 
un produit de facteurs premiers, et cela d’une seule façon. 


Soit en effet un nombre N. Si N n’est pas premier il admet un 


diviseur », et 
Nc 


Sin el g sont premiers, N est décomposé en facteurs premiers; 
sinon, et si ? par exemple n’est pas premier, il se décompose lui- 
même en un produit Aig1, el 


N=ngig, 


et ainsi de suite. Il est évident que cette décomposition ne peut se 
prolonger indéfiniment. Donc, à un certain moment, N sera décom- 
posé en facteurs premiers. Ces facteurs ne sont pas d’ailleurs for- 
cément différents entre eux. Supposons qu'il y en ait « égaux à a, 
B égaux à D, y égaux à c, ..., À égaux à /. On aura 


N— a2bBcy... D. 
Reste à montrer que cette décomposition n’est possible que 


d’une seule facon. 
Soit en effet, d’une part, 


NAGER 


(les facteurs premiers a, b,c,..., q,r étant différents ou non) et, 


d'autre part, 
Na bien gire 


\ 


vant : Un nombre n’est Hécomposable que d'une seule façon en facteurs pre- 


miers. 
A notre point de vue, nous distinguons trois espèces de nombres : les nombres 


composés, les nombres premiers et les nombres unités, la dernière espèce ne 
contenant qu'un échantillon, le nombre tr. 

Dans la théorie des nombres entiers négatifs, la dernière espèce contient deux 
échantillons. 

Dans celle des nombres entiers algébriques, la dernière espèce peut contenir 
plus de deux, et même une infinité d'échantillons. 
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de sorte que 


(8) Abe ee grid DORE 


Le nombre premier @, divisant le premier membre de cette égalité, 
divise le second. Or, si & n’est pas égal à a/, il est évidemment 
premier avec lui (puisque a et a! sont premiers absolus). & étant 
premier avec a/, et divisant le produit de a’ par b'e... GT 
divise b'c!...gq'r!. 

De même, si a n’est pas égal à b', il doit diviser le produit 
cl... gli. En poursuivant ce raisonnement, on voit que, si & n’est 
égal à aucun des facteurs a/, b', c',..., q', il doit diviser 7”, ce qui 
n’est possible que si & — 7”. Ainsi tout facteur de l’un des membres 
de l'égalité (8) se trouve dans l’autre, Les deux membres sont donc 


composés identiquement des mêmes facteurs. 


35. Vu l'importance des nombres premiers, il serait utile d’en 
avoir une table. On doit donc d’abord se demander sl existe un 
nombre limité ou non de nombres premiers. La réponse est que : 

La suite des nombres premiers est illimitée. Autrement dit : 
Étant donné un nombre premier p, il en existe un plus grand. 
En effet, faisons le produit de tous les nombres premiers de 1 à p 
et ajoutons-lui 1. Nous obtenons un nombre A. 


Ah 3 DER ID te 


Si À est premier, comme 1l est évidemment plus grand que p, 
le théorème est vérifié. 

Si À n’est pas premier, 1l a des diviseurs premiers. Or ces divi- 
seurs premiers sont plus grands que p. En effet, un nombre pre- 
mier plus petit que p, divisant le produit 2.3.5.5...p, ne peut 
diviser ce produit augmenté de 1. 

Le théorème est donc démontré. 


36. Crible d'Ératosthène. — Il résulte de là qu'on peut seu- 
lement construire une table des nombres premiers depuis 1 jus- 
qu’à une certaine limite. On y arrive par le procédé dit crible 
d’Eratosthène. 

On écrit tous les nombres, depuis 1 jusqu'à la limite en ques- 
on, puis on barre successivement tous les nombres qui ne sont 
pas premiers. 
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. 


1 n'est pas un nombre premier, on l’efface. » est premier, mais 
les nombres 4,6, 8,..., de deux en deux à partir de 2, ne sont pas 
premiers; on les efface. 3 est premier, mais les nombres 6,9, ..., 
de trois en trois à partir de 3, ne sont pas premiers ; on les efface. 
Et ainsi de suite. On remarque que : 

1° Quand on a effacé les multiples d’un nombre premier p, 
le premier nombre non effacé après p est premier. — En effet, 
il ne peut avoir de diviseur premier, puisque les multiples de 
tous les nombres premiers, plus petits que lui, ont été effacés. 

2° Quand on efface les multiples d’un nombre premier q, on 
peut commencer à q?. — En effet, les multiples précédents de g 
ont été effacés, comme multiples de nombres premiers plus petits 
que gq. 

3° Excepté 2, tous les nombres premiers sont impairs. D'ail- 
leurs, dans la suite des nombres impairs, les multiples d’un nombre 
impair p se succèdent de p en-p (!), comme dans la suite natu- 
relle des nombres. On peut donc se borner à écrire les nombres 
impairs depuis 1 jusqu’à la limite voulue, et à leur appliquer le 
procédé qui vient d’être décrit. On rétablira ensuite dans la table 
le nombre 2. 


31. Quant au problème suivant : Reconnattre si un nombre 
est premier, on pourra toujours le résoudre, même si l’on ne pos- 
sède pas de table des nombres premiers, en essayant les divisions 
du nombre donné par les nombres plus petits que lui. Si aucune 
ne réussit, ce nombre est premier (?). 


38. Remarque. — Tous les nombres premiers sont des mul- 
tiples de 4 augmentés ou diminués de 1; ce sont aussi des mul- 
tiples de 6 augmentés ou diminués de 1. Les réciproques de ces 
théorèmes ne sont pas vraies. 


39. Application de la décomposition des nombres en fac- 
teurs premiers. — La décomposition des nombres en facteurs 


(*) Ceci n’est pas évident, mais résulte simplement de ce qu’un multiple de p, 
kp, est impair lorsque k est impair et dans ce cas seulement. Les multiples im- 
pairs de p sont donc p, 3p, 5p,.... La différence entre deux consécutifs est 
égale à 2p; donc ils se suivent de p en p dans la suite des nombres impairs. 

(2) Voir la note C. 

C 2 
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premiers mel en évidence certaines propriétés de ces nombres. 
Par exemple si l’on considère, d’une part, que pour faire le pro- 
duit de deux nombres il suffit de former un produit unique avec 
tous les facteurs premiers contenus dans ces deux nombres; d'autre 
part, que le produit ainsi obtenu se trouve décomposé en facteurs 
premiers et ne peut l'être d’une autre façon, on en conclut que : 


Pour qu'un nombre soit divisible par un autre, il faut et il 
suffit qu'il en contienne tous les facteurs premiers avec un 


ezposant au moins égal. 


40. D'une façon analogue, on voit qu'un nombre est une puis- 
Ç Êle, # 

sance mime parfaite lorsque les exposants de ses facteurs pre- 

miers sont tous divisibles par m. | 


AA. Quand deux nombres ne sont pas premiers entre eux ils 
ont forcément des facteurs premiers communs. De cette remarque 
on déduit facilement les théorèmes suivants : 


Quand un nombre est premier avec plusieurs autres, il est 


premier avec leur produit. 


42. Quand deux nombres sont premiers entre eux, deux puis- 
sances quelconques de ces nombres sont premières entre elles. 


43. Recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres. — Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs 
premiers, pour qu'un nombre les divise tous, il faut et il suffit 
que ce nombre ne contienne que des facteurs premiers communs 
à ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant an plus 
égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus petit. 

Donc, pour former le plus grand commun diviseur des nombres 
proposés, il faut faire un produit avec tous les facteurs premiers 
communs aux nombres, chacun d’eux étant pris avec un exposant 
égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus petit. 

Exemple : Le plus grand commun diviseur de 

FOOD IS 20 
RONDES Sin, 


8 800 = 25.52.11 


DO 40. 
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44. Recherche du plus petit commun multiple de plusieurs 
nombres. — Plusieurs nombres ont des multiples communs, en 
particulier leur produit et les multiples de ce produit; mais ils 
peuvent en avoir d’autres ; en tout cas, ils en ont un plus petit 
que tous les autres et qu’on appelle leur plus petit petit commun 
multiple. 

Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs premiers, pour 
qu’un nombre soit un multiple commun de ceux-là, il faut et il 
suffit que ce nombre contienne tous les facteurs premiers con- 
tenus dans ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant 
au moins égal à celui qu'il a dans le nombre où il a le plus grand. 
Donc pour former le plus petit commun multiple des nombres 
proposés, 1l faut faire un produit avec tous les facteurs premiers 
contenus dans ces nombres, chacun d’eux étant pris avec un 
exposant égal à celui qu'il a dans le nombre où il ale plus grand. 

Exemple : Le plus petit commun multiple des nombres 


mc == Ë 2 
PO 3200), 
192079300101, 


8800 — 2°.52.r7r 
est 
DORE D 0200 


Du procédé précédent on déduit facilement les conséquences 
suivantes : 


45. Les multiples communs à plusieurs nombres sont les 
multiples de leur plus petit commun multiple. 

Lorsqu'on multiplie plusieurs nombres par un méme 
nombre, leur plus petit commun multiple est multiplié par ce 
méme nombre. 

Inversement, si l’on divise plusieurs nombres par un diviseur 
commun, leur plus petit commun multiple est divisé par ce 
diviseur. 

Lorsque plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à 
deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur pro- 
dur. 

Le plus petit commun multiple de deux nombres, multiplié 
par leur plus grand commun diviseur, donne un produit égal 
au produit de ces deux nombres. 
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Cette dernière propriété permet de calculer le plus petit com- 
mun multiple de deux nombres, sans les décomposer en facteurs 
premiers. Cette remarque est importante dans le cas où les 
nombres proposés sont de grands nombres, puisqu'il se peut 
alors que la recherche de leurs facteurs premiers soit imprati- 
cable. 

Quant à la première propriété, elle permet de calculer le plus 
petit commun multiple de » nombres, de proche en proche, comme 
on l’a expliqué au n° 31, pour le plus grand commun diviseur. 


$ IV. — Nombres fractionnaires. Opérations sur ces nombres. 


46. L'idée de fraction s’est introduite dans la science par la 
mesure des grandeurs. Mais voulant rester dans l’analyse pure, et 
en particulier dans la théorie des nombres, nous définirons la 


fraction de la façon suivante : 


On appelle fraction l’ensemble de deux nombres entiers, 
l’un appelé numérateur, et l’autre dénominateur. 


Le numérateur et le dénominateur d’une fraction s'appellent ses 
termes. 

Une fraction s'écrit en plaçant le numérateur au-dessus du 
dénominateur et les séparant par un trait. 


47. Deux fractions Z et © 


sta sont dites égales lorsque 


ad —"bc. 


Si ad > be, la première fraction est dite plus grande que la 
seconde. 

Si ad < bc, la première fraction est dite plus petite que la 
seconde. 

De cette définition on déduit immédiatement que : 


En multipliant ou divisant les deux termes d’une fraction 
par un même nombre, on obtient une fraction égale. 


En particulier, si l’on divise les deux termes d’une fraction par 
leur plus grand commun diviseur, on obtient une fraction égale 
et dont les deux termes sont premiers entre eux. Une telle frac- 
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tion est d’ailleurs érréductible; c'est-à-dire que toute fraction 
égale a ses deux termes respectivement supérieurs. En effet, 


soit T cette fraction et © 
b d 


(2) ad = be, 


une fraction égale, de sorte que 


a, divisant bc et étant premier avec b, divise c. Donc 
C = à, 


t étant un nombre entier; et en portant cette valeur de c dans 
l'égalité (9) 
dE DT: 


Donc c et d sont respectivement plus grands que a et b. 


: 48. Nombres entiers considérés comme cas particulier des 
fractions. — Par définition, une fraction dont le dénominateur 
est égal à 1 est égale à son numérateur 


[22 
— —= €. 

I 

On vérifie facilement que cette définition n’est contradictoire avec 
rien de ce qui précède. 

Il en résulte que, lorsque le numérateur d’une fraction est 
dicisible par son dénominateur, la fraction est égale au quo- 
tient. 

Ceci justifie l'emploi de la notation : pour désigner en même 
(44 


temps la fraction Z 


et le quotient de & par b, quand la division se 


fait exactement. 


49. Réduction au méme dénominateur. — Étant données 
des fractions, on demande de trouver des fractions respective- 
ment égales et ayant même dénominateur. Il suffit de choisir un 
multiple commun des dénominateurs, puis de multiplier les deux 
termes de chaque fraction par le quotient de ce multiple commun 
par son dénominateur. 

Si l’on veut réduire des fractions au plus petit dénominateur 
commun, il faut d’abord les réduire à leur plus simple expres- 
sion; puis prendre comme dénominateur commun le plus petit 
commun multiple des dénominateurs. 
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50. Opérations sur les fractions. Addition. — Étant données 
des fractions, on peut toujours supposer qu’elles ont été préala- 
blement réduites au même dénominateur; leur somme est, par 
définition, une fraction ayant même dénominateur qu’elles, et 
un numérateur égal à la somme de leurs numérateurs. 

Il est facile de voir : 

1° Que cette définition comprend celle de la somme des 
nombres entiers comme cas particulier ; 

2° Que la somme de plusieurs fractions ne dépend pas de 
l’ordre dans lequel on les ajoute; d’où l’on déduit les mêmes con- 
séquences que pour les nombres entiers. 


51. Soustraction. — La différence de deux fractions est la 
fraction qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première. 

Les deux fractions étant préalablement réduites au même déno- 
minateur, leur différence est évidemment une troisième fraction 
ayant même dénominateur, et un numérateur égal à la différence 
des numérateurs des deux premières. 

Cette différence n’existe que si la première fraction n’est pas 
inférieure à la seconde. 

Quand deux fractions sont égales, leur différence est nulle. 


92. Multiplication. — Le produit de ï par 5 est, par défi- 


9€ PR CD : : OCR 
nition, égal à Le produit de plus de deux fractions, CS 
7 se A , ace ... 
est, par définition, égal à Bdf 


Il est indépendant de l’ordre des facteurs. On en déduit les 
mêmes conséquences que pour les nombres entiers. Le théorème 
du n° 15 s'applique aussi aux nombres fractionnaires. 

Les règles de calcul relatives aux polynômes s'appliquent done 
aussi aux nombres fractionnaires. 


93. Division. — On appelle quotient de deux fractions une 
fraction qui, multipliée par la seconde, donne un produit égal 
à la première. 
ad 


TL En effet, si l’on muluplie 


: a c ae 
Le quotient de ; par > est égal à Z 
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° . C aa *< C . , 
cette dernière fraction par — on retrouve --——— ou, en simpli- 
 d bc x d 
(22 
fiant, D a 


94. Remarque. — Cette règle s'applique aux nombres entiers, 
qui sont des cas particuliers des fractions. Le quotient de a par b, 
c’est-à-dire de . par . est donc égal à 2 

Donc, par l'introduction des nombres fractionnaires dans le 
calcul, la division exacte d’un nombre entier a par un nombre 
entier best une opération toujours possible, le quotient étant 


D ule 
ega « 4: 
55. Elévation aux puissances. — L’élévation aux puissances 


n'est qu’un cas particulier de la multiplication, 
a\nt at 
F3 - bn” 


56. Extraction des racines. — La racine mi* d’une fraction 
est une autre fraction qui, élevée à la puissance mi", reproduit 
la première. 

La fraction donnée peut être supposée réduite à sa plus simple 
expression. 

Si, alors, elle a ses deux termes mi"% puissances parfaites, on 
obtient évidemment sa racine mi" en extrayant les racines mit 
de ses deux termes. 

Si, au contraire, la fraction réduite à sa plus simple expression 
n’a pas ses deux termes puissances m°"% parfaites, elle n’a pas de 


racine mni°e, 
[4 A 


b 
on peut supposer cette dernière réduite à sa plus simple expres- 


En effet, quand une fraction irréductible + a une racine mie, 


€ 


sion, soit PL l’on a 


(42 CRE 


DT 


Mais c et d étant premiers entre eux, c”* et d” le sont aussi (n° 42). 


et À ‘ É ë x ee 
Donc De est une fraction irréduclible. Les deux fractions irré- 
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- enr A ; A è 
ductibles . et étant égales sont identiques. Donc 
ACT 
b = dm, 


Donc « et b sont des puissances mièmes parfaites. 


57. En particulier, un nombre entier a, est une fraction irré- 
ductible dont le dénominateur 1 est une puissance mi" parfaite. 

Donc un nombre entier qui n'est pas la puissance mime d’un 
nombre entier n'est pas non plus la puissance mie d’une 
fraction. 


B8. Fractions décimales. — On appelle fraction décimale une 
fraction dont le dénominateur est une puissance de 10. 

L'importance pratique de ces fractions résulte de ce qu’on 
peut les former et les écrire d’une façon analogue à celle dont 
sont formés et écrits les nombres entiers, On peut en effet décom- 
poser une fraction décimale en un nombre entier, et en la 
somme de fractions décimales ayant pour dénominateurs les 
puissances successives de 10 et pour numérateurs des nombres 
plus petits que 10. 


Exemple : 

3258 32000 500 80 7 5 8 "7 

Le + - + —— = 32 - + ——. 
I 000 1000 1 000 1 000 1 000 10 100 1000 


D'où il s'ensuit une écriture analogue à celle des nombres 
entiers, la fraction précédente, par exemple, s’écrivant 


Il en résulte pour les opérations sur les fractions décimales, des 
règles analogues à celles des opérations sur les nombres entiers, et 
sur lesquelles nous n’insisterons pas. 


59. On remarquera à ce propos que la somme, la différence, 
le produit de fractions décimales sont des fractions décimales, 
mais qu'il n’en est pas de méme, en général, du quotient de 
deux telles fractions. 
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: . à 4 
En effet, le quotient des deux fractions 27 et FAN par 
10000 100 000 
exemple, est 


327 X 100000 3270 
—— ou — 
9134 X 10000 9134 


Il se présente sous forme de fraction ordinaire. Or une fraction 
ordinaire n’est pas, en général, réductible à une fraction décimale, 
ture 


60. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une frac- 
lion ordinaire soit réductible en décimales est que, cette frac- 
tion étant réduite à sa plus simple expression, son dénomina- 
teur ne contienne que les facteurs premiers 2 ou 5. 


x - «a mn , . 7 . . 
Car si = — =, © étant irréductible, 107 est un multiple de b. 
b 102 


Donc b ne contient que les facteurs premiers 2 ou 5. 


Réciproquement, soit une fraction ee. 


Ke] 


Si à — $, cette fraction est décimale. 
F2 
Si « et $ sont différents, supposons à  $ pour fixer les idées : 


61. Ævaluation d’un nombre fractionnaire à une certaine 
approximation. — Ainsi une fraction n’est pas en général réduc- 
üble en décimales. 

Mais il existe en tout cas des nombres décimaux qui sont dans 
une relation simple avec cette fraction. Nous voulons parler de ses 
valeurs approchées décimales. 

On appelle valeur approchée d’un nombre fractionnaire à une 
unité, un dixième, un centième, etc., près, le plus grand nombre 
d'unités, de dixièmes, de centièmes, etc., contenus dans ce 
nombre. 


62. Rieze.— Pour obtenir la valeur approchée d’un nombre 
fractionnaire, à une unité, un dixième, un centième, etc., près, 
on multiplie son numérateur par 1, 10, 100, e{c., on cherche 
le quotient à une unité près du produit obtenu par le dénomi- 
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nateur de la fraction, enfin on divise ce quotient par 1, 10, 


100, elc. 


. . 22.4 à I Ne 
En effet, soit la fraction Ai: évaluer à = Près. On a 


2200 — 7 < 0140), 
d’où 


Or 2 est plus petit que 7. 


2 . . 2, . 
Donc = est plus petit que 1, et par suite +. est plus petit 


I 
ue . 
q 100 
31 : 20 TT : 
Donc a est la valeur approchée de — à —— près. 
100 ST O0 


Définition. — On dit qu'un nombre variable a tend vers une 
limite fixe À, lorsque la différence entre & et À peut devenir et 
rester plus petite que n'importe quel nombre donné fixe. 

Remarque. — Si Von considère les valeurs approchées d’un 
nombre à une unité, un dixième, un centième, etlc., près, ces 
valeurs diffèrent de moins en moins de ce nombre. On voit qu’elles 
tendent vers ce nombre. Leurs numérateurs successifs obéissent 
d’ailleurs à une loi simple, dont nous parlerons plus tard. 

Valeur approchée par excès. — Les valeurs approchées que 
nous venons de définir sont des valeurs par défaut. On appelle 
valeur approchée à une unité, un dixième, un centième, etc., près 
par excès, la valeur précédente augmentée de une unité ou un 
dixième, ou un centième, etc. Ces valeurs par excès sont plus 
grandes que le nombre fractionnaire ; elles tendent également vers 
ce nombre. 


63. Valeur approchée à = près. — Voici une généralisation 
immédiate des notions précédentes : On appelle valeur ap- 
prochée par défaut à = près d’un nombre le plus grand mul- 
tiple de £ contenu dans ce nombre. 

q 
Il est facile de voir que pour obtenir la valeur par défaut 


d’un nombre à 7 près, il suffit de multiplier ce nombre par Z, 
P 


2 LEE 


OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES FRACTIONNAIRES. 27 


Li 


d'évaluer le nombre obtenu à une unité près, et de multiplier 


le résultat obtenu par … 


La valeur par excès à 2 près est égale, par définition, à la pré- 
7 


cédente augmentée de ?, 
q 


64. Racine mime d’un nombre fractionnaire à une certaine 


approximation. — On appelle racine mie approchée à 5 près, 


par défaut d’un nombre, le plus grand multiple de : dont la 


puissance mème soit contenue dans ce nombre. 


En particulier, la racine mi à une unité près par défaut d’un 
nombre a est le plus grand nombre entier dont la puissance mi°"° 
soit contenue dans le nombre à. 

Dans le cas où le nombre & est entier, sa racine mit"° à une 
unité près a été définie déjà au n° 20. Nous avons rappelé au 
n° 24 qu’il existe un procédé simple pour obtenir cette racine. 

Si le nombre donné est fractionnaire, sa racine mi à une 
unité près s'obtient en extrayant la racine mi" à une unité près 
de sa partie entière. Par exemple 4, qui est la racine cubique à une 
unité près du nombre 91, est aussi la racine cubique à une unité 


1: car le cube de (4 + 1) étant entier et dé- 


29 


près du nombre 71 + 
passant 71 dépasse aussi 51 + 1. 


Enfin la recherche de la racine mime à : près se ramène à celle 


: 3 x Ur x ., «à 
de la racine mit à une unité près. En effet, soit 3 le nombre 


donné, soit 2e sa racine mime à : près. 


æ est défini par les inégalités 


ou 


. . . ë £ N ag?! 
Donc x est la racine m“"* à une unité près du nombre pe: 


m 
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On voit que : pour obtenir la racine mie à F près d’un 
[112 


[42 . . . 2 . 
nombre 3° il faut multiplier ce nombre par S extraire la 


racine mième à une unité près du résultat et multiplier le 
nombre trouvé par ” 
Tarracine mire À près par excès est, par définition, le 


nombre qu'on vient de trouver, augmenté de + 


Dans la pratique, on a surtout à considérer les racines mime à 


I I J 


SA 2 
10 100 1000 


++. près. 


, k : ” GR 
Si l’on calcule la suite des racines mi d’un nombre 7 


I 1 


2 
100 1000 


> ++. près, plus généralement la suite des racines mines 


LL n L 
d'unimomhre ae EE près, la suite des nombres Fe D 


q 
P” 
LS tendant vers zéro; on obtient une suite de nombres dont 
les © ièmes œ 
es puissances mn tendent vers 
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CHAPITRE HE. 


COMPLÉMENTS AUX THÉORIES ÉLÉMENTAIRES. 


$ I. — Diviseurs d’un nombre. Fonctions symétriques 
de ces diviseurs. 


65. Prosième. — former tous les diviseurs d’un nombre. 


Soit le nombre n décomposé en facteurs premiers 
n — axtbBcy...û. 


Considérons le tableau suivant : 


ARE HO EL 
Nb D bB 

(1) RC Cu RU NU CT 
UT OT Re À 


Multiphions chacun des nombres de la première ligne par cha- 
cun des nombres de la seconde ligne; multiplions chacun des 
résultats obtenus par chacun des nombres de la troisième ligne, 
et ainsi de suite. Finalement, nous obtenons un certain nombre 
de produits. Ces produits sont les diviseurs demandés. 

En effet : 

1° Tous ces produits sont diviseurs de n; car, d’après la 
facon dont ils ont été formés, ils ne contiennent que les facteurs 
premiers a, b, ..., l, et avec des exposants au plus égaux à ceux 
qu'ils ont dans le nombre n; 

o° Tous les diviseurs de n sont obtenus ainsi. En effet, soit 
le diviseur 

a% cY'...lN LUN MT RP LES À 

On l’a formé, car on a pris tous les nombres de la première 

ligne du tableau (1), en particulier a*. Ce nombre a% a été 
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multiplié par tous les nombres de la seconde ligne, en particulier 
par 1, ce qui a donné comme produit a*. Ce produit a* a été 
multiplié par tous les nombres de la troisième ligne, en particu- 
lier par eV’, ce qui a donné comme produit a* cY’, et ainsi de suite. 
En définitive, le diviseur a% cv’... 0” a été formé; 
3° Deux des diviseurs obtenus sont différents, car ils diffèrent 
au moins par le facteur choisi dans une ligne du tableau (1). Or 
: deux produits de facteurs premiers ne peuvent être égaux que s'ils 
sont identiques. | 
En résumé, on a bien formé tous les diviseurs du nombre n, 
chacun d’eux une fois seulement. 


66. Nombre des diviseurs d’un nombre. — Dans la première 
ligne du tableau (1) il y a (41) nombres. Chacun de ces 
nombres, multiplié par les ($ + 1) nombres de la seconde ligne, 
donne (8 +1) produits; en tout (a +1)(f +1) produits. Chacun 
d’eux, muluiplié par les (y--1) nombres de la troisième ligne, donne 
(y +1) produits; en tout (a +1)(8+1)(y +1) produits, etc. 
En tout il y a donc 

(æ+i1)(B+1)... (À +1) 


diviseurs du nombre n. 
67. Somme des diviseurs d’un nombre. — Additionnons les 


nombres contenus dans chacune des lignes du tableau (1). Nous 
obtenons les sommes 


1+a+a+...+ af, 1-0 br CDS, 


TV). 


Ensuite, faisons le produit de ces sommes. Pour cela, il faut 
muluplier chaque terme de la première par chaque terme de la 
seconde, puis chacun des résultats obtenus par chacun des termes 
de la troisième ligne, et ainsi de suite. On voit donc que les termes 
du produit obtenu sont justement les diviseurs de 7. La somme 
cherchée est donc égale à ce produit, c’est-à-dire à 


GHa+a+...+at)(1+b+ BE. PB) ET), 


c'est-à-dire à 
DL EN DO EL HI r 


TU DRE RER bi 


. 
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-68. Somme des puissances p'èes des diviseurs d’un nombre ; 
fonctions symétriques des diviseurs d’un nombre. — La 
somme des puissances pi" des diviseurs du nombre n est évi- 
demment égale à 


(GiP+aP+aPr+...+atp)(1r+ bp+ b2r+...+ br). (+ le +... +0), 


c’est-à-dire à 
ata+Vp = Tr bB+-0P_ rt L0+Dp— 7: 


TA DEN DT 


Sachant calculer les sommes des puissances semblables des di- 
viseurs d’un nombre, on sait calculer les fonctions symétriques 
ratonnelles quelconques de ces diviseurs. 


69. Produit des diviseurs d’un nombre. — Soient 
QE) di dal, On 


tous les diviseurs d’un nombre. 
Considérons les diviseurs complémentaires : 


; DCE — 


FA es LE is 
HP UM MST n 


| 

Les diviseurs de la suite (3) sont en même nombre que ceux de 
la suite (2); d’ailleurs deux quelconques d’entre eux sont diffé- 
rents. Par conséquent la suite (3) contient, comme la suite (2), 
tous les diviseurs de 7. On a donc, en appelant P le produit 


cherché 
PT dent 
et 
TON IT ONTT 112 
DE Er 
in GA n 


Faisons le produit de ces deux égalités et remarquons qu'il 
y a, dans chacun des seconds membres, (a + 1)(B+1)...(À +1) 
facteurs ; 1l vient 


P2— nta+1)(B+1)...04H1), 


d’où 


PE Vnata+1(f+0.. 040), 
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Jr 


$ II. — Théorie de l'indicateur. Indicateurs des différents ordres. 


70. On appelle indicateur d’un nombre nr et l’on désigne par 
o(n) le nombre des nombres non supérieurs à n et premiers 
avec lut (1). 

Il résulte de la définition que (1) —1. 


71. Cherchons l'expression générale de o(n). 
Soit n — atbB... 0. Supposons écrits les nombres 


(4) EDR, so UDS 


dans cette suite barrons successivement les nombres divisibles 
par a, puis ceux divisibles par D, etc.; barrons enfin tous les 
nombres divisibles par /; nous aurons ainsi barré tous les nombres 
de la suite non premiers avec » et il ne restera plus qu’à voir 
combien il reste de nombres dans la suite. 

Or les nombres de la suite divisibles par & sont : 


GI NE CE 


n 3 NE 
leur nombre est et quand ils sont barrés il reste 


(42 


nr I 
n "1" (- .) nombres. 
«a 
Les nombres de la suite divisibles par b sont de même 


ñ 
(5) HET 


Mais certains ont déjà été barrés comme multiples de a :1l faut 
donc commencer par barrer les multiples de & de la suite (5). 

Or soit Æb un nombre de la suite (5): pour qu'il soit divisible 
par à, il faut et il suffit (& et b étant premiers entre eux) que Æ 
soit divisible par &. 


Donc pour compter combien il restera de nombres de la suite (®), 


(!) Si l’on définissait 9(7) comme le nombre des nombres plus petits que nr 


et premiers avec lui, on aurait #(1) — 0, tandis qu'avec la définition du texte 
ON CIN) 
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quand on aura barré les multiples de b, il suffit de résoudre le 
même problème pour la suite 


Or, d’après ce qu’on vient de dire, si dans cette suite on barre 


: : Fe ? 
les multiples de @, il reste ae 11; 
? me / Pa € 
—/ / 2e : 
n I GA +, < 
— (1— — ) nombres. 
bd a 


Ce sont ces nombres qu'il faut barrer dans les n (: == .) qui 


restent de la suite (4). Il en restera donc 


ou 


et ainsi de suite. Finalement, quand on aura barré de la suite (4) 
les multiples de.a, de b,..., de /, il restera 


(6) etn)=n(r— À) (5) (1-5) nombres. 


12. Remarque I. — Si nr est premier o(n)—=n—1. Cest 
évident à priori, et c’est d'accord avec la formule (6). 


13. Remarque II. — o(n) est pair à moins que nr — 2. En 

effet, à tout nombre k premier avec n, correspond le nombre nr — k 
Û P 1 ; 

qui est aussi premier avec n. D'ailleurs on ne peut avoir k=n—#k 


. A TU . . 1 
que si Æ— Mais : n’est premier avec nr que si ñ — 2. Donc, ce 


cas écarté, on voit que les nombres premiers à » vont par couples. 
Donc leur nombre est pair. Cela d’ailleurs résulte aussi très faci- 
lement de la formule (6). 


74. Tuéorëème. — n et n! étant premiers entre eux, on a 


g(n)o(n') = v(nn'). 
En effet, soient 
n = atbB... D, 


n'= a'#b'R... ll", 
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les deux nombres n et n! n'ayant pas de facteurs premiers com- 


muns, On à 
nn'—=atbB... a'«b'B'.../'\, 


comme décomposition de nn! en facteurs premiers. 
On a donc 


ro) (3) (3) 
ren) (ee (ei) 
gone à) (be) (ee (8) 


Donc 
p(nn')=g(n)p(n"). 


75. Tuéorsme. — La somme des indicateurs des diviseurs 
d’un nombre est égale à ce nombre. 


En effet, considérons le produit 
[oG)+p(a)+p(a2)+...+p(at)][e(n)+e(8)+...+0(08)]...[e(n)+e()+...+en]. 


Si l’on multiplie un terme de la première somme par un terme 
de la seconde, par exemple &(a”) par ©(bP), a” et bP étant pre- 
miers entre eux, on obtient o(a”*b?). Multipliant ce produit par 
un terme de la troisième ligne +(c?), on obtient o(a”"bPc1) et 
ainsi de suite. On voit donc que le produit indiqué est égal à la 
somme des indicateurs des diviseurs du nombre n. Or 


pi) + p(a)+p(a?)+...+o(at) 


I I 
Bolt ne æ(: te 
\ a} \ a a 


Co Cr 7 à AT 


Ta) i 
ei i)(+as.sansre 


De même 
PT) +w(b)+...+ (BB) = bB..., 
etc. 


Donc le produit indiqué est égal à 


aa bB... 0, 
c'est-à-dire à n. 


THÉORIE DE L’INDICATEUR. 39 

76. Vu l’importance de ce théorème, nous allons en donner une 
seconde démonstration. 

Soit d un diviseur de ». Cherchons combien il y a de nombres 


plus petits que n et ayant avec n, comme plus grand _com- 


mun diviseur, le nombre d. 
Soit «a un nombre plus petit que x et tel que le plus grand 


(42 


commun diviseur de a et de n soit d. Par suite, a'— a est plus 


“ nm . 5 
petit que = et est premier avec lui. 


Réciproquement, soit a un nombre plus petit que à et premier 
avec lui; a/d sera plus petit que n, et aura avec lui d comme plus 
grand commun diviseur. 

Donc le nombre cherché est égal au nombre des nombres plus 


d 
Ceci posé, soient 1, d, d',...,n les diviseurs de n. 
Parmi les nombres 1,2,3,. 


Hr It t : . 1 . , Le “E + nm 
pe is que ENS premiers avec lIu1, C ESt-a-dire à Q 7 , 


., /LMON supérieurs a A, il y ena 


ñn : _ 
o 2) qui ont avec n le nombre 1 pour plus grand commun diviseur. 
I : 


() en 
( | 


D'ailleurs tous les nombres 1, 2, 
mération précédente. On a donc 


..., A se trouvent dans l’énu- 


u, puisque les nombres Z, ?, © 
Dé RUS HE Lu 


ponbres 1,4, d,..,70(n 00), 


n 
ne sont autres que les 
/ 


p(1)+e(d)+p(d')+...+p(r)= 2. 


Remarque. — Généralisation de la remarque du n° 38 de la 
première Partie.— Soit k un nombre, 44, %2,..., de(n) les nombres 


e 


E: 
DE 
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plus petits que k et premiers avec lui. Tout nombre premier est de 
l'une des formes hn +, hn+us,...,hn<+ ar), R étant un 
nombre entier. 


77. Indicateurs des différents ordres. — La théorie de l’in- 
dicateur se généralise de la façon suivante : 

On appelle indicateur du p"* ordre le nombre de groupes de 
p nombres, tous non supérieurs à n, et tels que ces p nombres 
et nsoient premiers dans leur ensemble. On peut encore définir 
ces groupes, en disant que ce sont les groupes de p nombres, tous 
non supérieurs à » et tels que leur plus grand commun divi- 
seur soit premier avec n. Désignons ce nombre par o,(n). 


On a 
op(1)=1. 


Cherchons l'expression générale de o,(n). 

Soit n = a%b... /\. Supposons écrits tous les groupes de 
p nombres non supérieurs à 2. Ces groupes sont au nombre de np. 
Barrons successivement les groupes dans lesquels tous les nombres 
sont divisibles par a, puis ceux dans lesquels tous les nombres 
sont divisibles par b, etc. 

Or, les nombres non supérieurs à », et divisibles par a, sont 


n 
CDR OC de 
( a 


ñn Pa N 
[ls sont au nombre de = et peuvent former (2) groupes 
«a 


de p nombres. 
Donc, si l’on barre ces groupes, il reste 


n\P 
nP—= | — ; 
[42 


il 
n? (: == =) sroupes. 


ou 


Le raisonnement se continue comme on l’a fait plus haut 
pour »(n), et l’on trouve 
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78. Nous nous contenterons d’énoncer les théorèmes suivants : 


I. Sin est premier, 

pp(n)= nP—1. 
IT. o,(n) est par, à moins que n — 2. 
IT. net n'étant premiers entre eux 


op(n)op(n') = vp(nn'). 


IV. La somme des indicateurs du pe ordre des diviseurs 
de n est égale à n?. 


Tous ces théorèmes se démontrent comme les théorèmes ana- 
logues sur l'indicateur du premier ordre (!). 


$ III. — Décomposition en facteurs premiers du produit 
des nr premiers nombres. Applications. 


79. Prosrime. — Le produit des n premiers nombres étant 
supposé décomposé en facteurs premiers, quel est l’exposant 
du facteur premier p dans ce produit? 


Parmi les nombres de 1 à 7, ceux qui contiennent le facteur 
premier p sont les nombres 


, n 
SN DRE) Mo E(2)-p. 


leur nombre est E (2) : 
P 


Mais certains de ces nombres contiennent le facteur premier p 
élevé au carré, ce sont les nombres 


leur nombre est E (A) 


(:) L’indicateur du premier ordre a de nombreuses applications : à la théorie 
des équations binômes, à celle de la division du cercle, etc. 

L'indicateur du second ordre s’est rencontré dans la théorie des fonctions mo- 
dulaires elliptiques (voër, par exemple : Vorlesungen über die Theorie der ellip- 
tischen Modulfunctionen de Klein, publié par Fricke). Nous le rencontrerons 
plus loin dans la théorie des substitutions linéaires. 
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De même le nombre des nombres de 1 à 2 qui contiennent le 
nr 5 . . 
facteur p° est E (=) et ainsi de suite. 
P 


On voit que le facteur premier p est contenu dans le produit 
proposé un nombre de fois égal à 


n n\ n 
E{( — +E(S + HE ( =) 
ee ñ) p* 


. re. A 1 
p®* étant la plus haute puissance de p, non supérieure à n, c'est- 
à-dire, & étant tel que 


Pp?£ n DEEE, 
On peut d’ailleurs remplacer la somme précédente par 


E(2) +E(7%) CES (indéfiniment), 
P 107 


nm 


œ 


puisque tous les termes qui suivent E( ) sont nuls. 
80. Appliquons ce résultat à la démonstration du théorème 
suivant : 


Le produit de n nombres consécutifs est divisible par le pro- 
duit des n premiers nombres. 


Aïnsi (m+i)(m+2)...(m+n)est divisible par n!(n!re- 
présentant comme à l’ordinaire le produit des » premiers nombres). 
En effet, nous allons montrer que tout facteur premier p est 
contenu dans le premier de ces produits avec un exposant au 
-moins égal à celui avec lequel il est contenu dans le second. 
L’exposant de p dans le second produit est 


OU 


Pour trouver l’exposant de p dans le premier produit, remar- 
quons que ce produit peut s’écrire 


« 


(m+n)! 
m | 


Donc l’exposant cherché est 


E(mÈe) (2e) nf) E( — 
P P? P 02 
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Re) ne] Lee (2) 
On a donc à montrer que 
RS) (re [e(e) (2) 
2E(2)+E(5) +. 
P 


Pour cela, il suffit de montrer que chacun des termes du premier 


ou 


membre est plus grand que chacun des termes du second, et pour 
cela, enfin, il suffit de montrer que, K étant un nombre quelconque, 


Or on a 
DES n me 
K 2E(T) 
LR D ce a 
eu 
Donc 


m+n m n 
> ë 
2E(7 ) E(R) 


\ 


Donc, puisque le second nb est entier, 


m+n m ip) 
(fs mia He 
Hans rlx 
co qui revient à l’inégalité (5). 


81. Autre démonstration de ce théorème. — Une autre 
démonstration du théorème précédent repose sur l'identité facile 
à vérifier 


(m+i)(m+o)...(m+n)=m(m+i)...(m+n—:) 
+n(m+i)(m+2)...(m+n—i). 


Pour démontrer que le premier membre est divisible par nf, il 
suffit de prouver que m(m<+1)...(m+n—1) est divisible 
par n! et que(m+i)(m+o2).. .(m + n—3) est divisible par 
(n—:1)!; c’est-à-dire qu’on est ramené au même théorème que 
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celui que l’on a en vue, mais m étant remplacé par m—1oun 
par » —1. On voit que, de proche en proche, on est ramené à des 
propositions évidentes (!). 


$ IV. — Des nombres entiers ou fractionnaires négatifs. 


82. Nous supposons que le lecteur connaît la définition et les 
règles du calcul des nombres négatifs. 

En particulier, si l’on considère des Do entiers négatifs, 
quelles sont les propriétés démontrées jusqu’à maintenant pour les 
entiers positifs, qui peuvent s'appliquer à ces nouveaux nombres? 

Les définitions de multiple, diviseur, subsistent sans change- 
ment. 


83. Des restes négatifs. — Soient a et b deux nombres, 
a n'étant pas divisible par b. Il y a deux multiples consécutifs de b 
qui comprennent a, soient gb et (q +—1)b, et l’on peut écrire 


a=qb+#7r, 
ou 
a=(g+1)b—7, 


retr' étant positifs et plus petits que b. La quantité r' peut s’ap- 
peler un reste négatif. 
Reste minimum. — Entre les nombres r et r/ on a la relation 


Il y a donc en général un des deux nombres r, r! qui est plus 


“ro 
pet que s 


(*) On sait que ce théorème résulte d’ailleurs de ce que l'expression 
(m+i)(m+2)...(m+n) 
n! 

objets r à n. 
Le lecteur pourra démontrer les théorèmes du même genre suivants : 
; : Fe 5 
L'expression (mn)! est divisible par l’expression (m!)"(n!), théorème que 
l’on rencontre dans la théorie des groupes de substitutions. 
3 . selle , . 
L'expression (2m)!{(2n)! est divisible par l'expression m!n!(m+n)l 
proposition déduite par Catalan de certaines formules elliptiques. 


représente le nombre de combinaisons de (m+n) 
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p 2 : L x b : 
Dans le cas particulier où b est pair et où 7 — —, r' est aussi 
2 


égal à 2 
o 2 


En définitive, on voit qu’on peut toujours écrire 


a = bq +p, 


’ 0 r : ÿ \ b 
p étant positif ou négatif, mais au plus égal à — en valeur absolue. 


e s'appelle le reste minimum de la division de @ par b. Il est 
déterminé, excepté quand, b étant pair, & est équidifférent de 
deux multiples consécutifs de b. Dans ce cas, le reste minimum 


RER, b b 
est indifféremment + OU: 


84. Les diviseurs de & et de — «a sont identiques. Dans la re- 
cherche des communs diviseurs à deux nombres, on peut donc 
toujours opérer sur des nombres positifs. 

Le nombre — 1 doit être considéré comme une nouvelle unité. 

Les nombres négatifs sont décomposables, et d’une seule façon, 
en un produit de facteurs premiers positifs, multipliés par — 1. 

Pour que cette décomposition ne puisse se faire que d’une 
seule façon, il faut convenir que l’unité — 1 n’est jamais élevée à 


aucune puissance. 


83. Vombres fractionnaires négatifs. — La seule remarque 
que nous ayons à faire sur ces nombres porte sur l'expression sui- 
vante : partie entière d’un nombre négatif. D'une façon géné- 
rale, la partie entière M d’un nombre quelconque m est définie 


par les conditions 
M=<m<M +1. 


/ 


On voit que les nombres met — m n’ont pas des parties entières 
égales et de signes contraires, à moins que m» ne soit entier. Ainsi 
2 a 3 ô . 3 
la partie entière de (5 +;) esbn; celle de — (5 ++) est — 8. 
A et B étant des nombres entiers positifs ou négaufs, la parte 


DE A , . . \ ar A 
entière de ES appelle aussi le quotient à une unité près de Fi 


Si de A on retranche le produit par B de ce quotient, on trouve 
un nombre positif que nous appellerons reste (à moins qu’on 
n'indique spécialement qu’on veut parler d’un reste négatif). 


42 CHAP. II. — COMPLÉMENTS AUX THÉORIES ÉLÉMENTAIRES. 


$ V. — Fractions continues. 


86. On appelle fraction continue une expression de la forme 


Li 


F = di ñ 
da + 
A5 ee 1 
"++ —, 
dn 
; + F0 x 7 
ds, -.., @n étant des nombres entiers positifs. Quant à &,, c'est 


un entier positif, négatif ou nul. 
Nous représenterons aussi cette expression par la notation plus 
simplei[ia;, 42, -%, an: 


87. Toute fraction continue est égale à un nombre commensu- 
rable, car si l’on considère les nombres 


1 Te 
Vi = An: J2= An ET =) H3= An2 + —) CRD, 
Ja 40 


Mie 


; 
J'n—1 


le dernier de ces nombres n’est autre que y. Or, le premier de ces 
nombres étant commensurable, le second y, l’est aussi, puis y3, 
et ainsi de suite. 

Réciproquement, tout nombre commensurable est égal à une 
fraction continue et à une seule. 


: A à 
En effet, soit un nombre commensurable E° cherchons à déter- 


miner des entiers &,, &», ..., &n positifs à partir du second, de 
facon que 


(8) 


Œn 
O ® A 2 A 4 A D=0 
n voit que & doit être égal à a, plus un nombre positif plus 


peut que 1. Donc a, est le quotient à une unité près de A par B. 
a étant ainsi déterminé, on tire de légalité (8) 


B … I 
A—Ba: d3+, 


A 
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Or, a, étant le quotient de la division de A par B, le nombre 
— Ba, en est le reste; appelons-le r,. On a donc 


de sorte qu’on est ramené à réduire en fraction continue le 


B 
nombre —: 


SL 


Ti 
a; est le quotient de la division de B par r, à une unité près, et 
l’on appelle r, Le reste de cette division on a 


TA I 
= 3 + 
To (CE 


et ainsi de suite. 


, DE U , 5 4 
En définiuve, les nombres &,, &, ... sont déterminés par une 


suite d'opérations qui est la même que celle qui sert à trouver le 


plus grand commun diviseur de A et de B. Cette suite d’opéra- 


tions amène à deux nombres dont la division se fait exactement. 


et 


Soient 7» _» et Zn_, ces deux nombres. On a 


T'n—2 
: = An 
Fa—1 
À 0 Lu L 
BB. 105, : 
ne 
dn 
: 187 x ’, 
Exemple : Soit le nombre 2: On a à effectuer les opéra- 


tions suivantes : 


D no 
APRIL ONE) NOSINT 
o7l 2l1lol 
V4 
ET = 30 + =" — M A 
DIET 
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88. Réduites. — Soit à calculer la fraction continue 
[@1, A9, an] 


connaissant y, Go, ce, One 
La méthode qui se présente la première à l'esprit est de calculer 
les nombres 


. 
TT Paie 02 QD Pamdane 7 


mA J'n—1 
dont chacun se calcule en fonction du précédent et dont le dernier 
est la fraction continue cherchée. 

Mais on peut au contraire calculer la suite des nombres 
I 1 il 
> I DST 1 


Ge De 
&n 


Le dernier de ces nombres est la fraction continue elle-même. 
Mettons en évidence leur forme fractionnaire. Le premier d’entre 


; a 
eux étant &;, ou a posons 
P;= @; Qi=1. 


’ I dj HT 
De même le second étant a,- ou ——— ; posons 


Para, Q:= @, 


et ainsi de suite; de sorte que la pi"€ fraction ainsi calculée est 


Re 12 
désignée par 2. 
P 
Ces fractions s'appellent réduites (! D 


(1) Mais P, et Q, ne sont évidemment pas définis par la seule condition 


12 
que -L est égale à la pièe réduite. P, et Q, sont déterminés par le fait 


P. 
NE è : 
qu’ils sont calculés comme on vient de le dire, ou encore, comme on va le 


, 12 
; , Lab Dr ; . P : et Û s 
voir, P, et Q, sont déterminés par le fait que Q est la forme réduite à sa plus 
P 
. : I . L 
simple expression du nombre a, + - C’est pour cette raison que 
a+ 
2 ds 1 P 
+ PES 
[A 


s'appelle réduite. : 
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89. Je dis qu'on a pour calculer les nombres P et Q de proche 
en proche les formules 
Pp= Ppap+ Poe, 
Qp= Qp-14p + Qp-2: 
En effet, cette loi de récurrence se vérifie facilement pour les 


premières réduites. Supposons-la vraie pour les réduites jusqu’à 
la (p — 1), On a donc 


Pp—1 = Ph@p1+ Php 
Qp-1 Qp-24p—1 + Qps 


(D re PP: fi 
Or -=°se déduit de = en changeant &,, en 2, , 7 
07 O P P hp 


Qp-1 
d’autre part, P,_»+, Oh», Pp_3, Qp_3; Sont indépendants de a,_.. 
La formule précédente donne donc 


I 
PA AP £ 
Et de (ar he )+Pe AR ee red 


Æ Xp 

Q» 7 I a (Q »—2 À _1+ Qps)a + Q 4 
S. nPeda » Qp—2 Gp £ p Po 
Q»h 2 LEA ap + Q» 3 


Mais par hypothèse 


Php + Pp-s = Po, 


Qp pi + Qp-3 = Qp—1. 


Donc 
Be _ Ph-iap+ P>= 
OP Op dp + Qpe 
Donc 
Gi) { Lo P p—1 &p + Ph, 
9 « 
l Qp = Qp14p+ Q pa. 
Remarque.— Ces formules montrent que, si à, est positif, les 


quantités P, et Q, sont positives et croissent avec l'indice. Si à, 
est négatif, P, est négatif et Q, est positif, mais leur valeur 
absolue croît avec l'indice. 

Exemple. — Soit la fraction continue 


I gene ee 


Les deux premières réduites sont 


I 
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et 


et en calculant les autres de proche en proche, on trouve la suite 


I 5 36, 113 262 1423 1685 
POSTE TNT TT TT ONT NTT 
90. Les réduites © et = _— La loi de formation des réduites 


que nous venons d'indiquer ne commence à s'appliquer qu’à la 
troisième réduite. Ainsi, dans l’exemple précédent, les deux pre- 
; fl ; 


ea. l d i3 I 5 # LA # 2 
mières réduites r et n ont été calculées directement. 


Soit la fraction 


[G1, &, » Gr 
on à 
PA Gr 2 __ did2+I 
Q: nr @ Te 2 


Il est facile de voir qu’en posant 


PI, P—0; 
Qo—o, Qu 


on peut calculer S et , par les formules générales (9). 


On a, en effet, 


= CC AG IR 


Q=1X a+ 0 = Qi @ + Q 


:} 


et 
Pi=i<kæu+o— Poa+ P, 


Q=0X a+ 1—= Qoa + Q_1. 
| 4 x À S LA L4 
Cette remarque permettra En d'étendre, sans démon- 


Ne ME P, 
stration particulière, aux réduites E et — Q’ des résultats dépen- 
1 


dant des formules (9). 


91. Taéorime. — Æntre les termes de deux réduites consé- 


1e Ps 
cutives 2 ef existe la relation 
De p 


PhQp1— Pp1Qp= (— 1)8. 
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En effet, remplaçons P, et Q, parles expressions (9), il vient 


P» Qp-1 = Phi Qp = (Pp1 Ap+ Ph2)Qp-1 == Ph (Qp1 dp+ Qp-0) 


ou 
PpQ pi — Pp-1Qp=—(Pp1Qp2— Pp-2 Qp 1). 


Autrement dit, la quantité P,Qh_;—P; 1Q, conserve la 
même valeur absolue, mais change de signe quand p augmente 
d’une unité. Or pour p — 0 


PoQ1— P_1Qo=(1tXx1)—(0) (0) =r. 
Donc, en général, 


Pp Qp1 = 1e Q» == ee 1)P. 


92. Cororraire. — Les réduites sont des fractions trré- 
ductibles. — En effet, d'après l'égalité précédente, le plus grand 
commun diviseur de P, et Q, doit diviser 1. 


93. Taéorzme. — St l’on considère deux réduites consécu- 


: 1% 122 : ; 5 PRE 
tives et =, si p est impair, la seconde réduite est plus 
Q» Qp+1 
grande que la première; si p est pair, la seconde réduite est 


plus petite que la première. D'ailleurs la valeur absolue de la 
différence entre ces deux réduites diminue lorsque l'indice 


augmente. 


En effet 
Pp+1 be = Pp31 Qr— O0 = (DR 
Q p+1 Q» Qp Q p+1 Qp Qp+1 


Donc la différence en question est positive si p est impair, et 
négative si p est pair; de plus, elle diminue quand p augmente, 


puisque Q, et Q,,, augmentent. 


94. Corozrarre. — Les réduites forment donc une suite de 
nombres tels que chacun d’eux soit alternativement plus grand 
et plus petit que le précédent, et tels que la différence entre 
deux consécutifs de ces nombres aille en diminuant en valeur 


absolue. 
Or, quand on a une telle suite de nombres, on peut dire que 
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tout nombre de la suite est compris entre deux consécutifs 
précédents. 
En effet, soient 


(10) Ut Use Ur 


ces nombres. Je suppose 


U > Ui, U3 < Us, ..) U2p > Uap—1; Ua p+1 < Up; … 


el 
Ua — Uy > Ua — U3 > Uy — U3 D... 


On a, en supposant g > p, 


Uoqg = Uop—1 + [(Uep— Urp—1) — (Uap — Uap+1)] 


+ [(Uap+e — Un p+1) — (Uap+9— Uop+3)] Diners 


+ [(Uog-2 — Uags) — (Uag-2 — Uag1)] + (Uog — Uog4). 


Uog étant égal à w»,_, augmenté d’une somme de termes positifs 
est plus grand que w»p_1. 
On a d’autre part 


Uoq = U2p— [(U2p — Usp+1) — (Uap+2— Uap+1 )] 


+ [( Us p+9 — Usp+3) = (Uop+r — Uop+3)|] mt: 


— [(Uog-2 — Urga) — (Urg— U2g)]. 


Uq étant égal à w, diminué d’une somme de termes positifs est 
plus petit que w»». 


Donc 
Uop—1 < Uag L Up. 


Li 


Ainsi #4 est compris entre deux termes consécutifs précédents, 
Uop_1 EL Uop. 

On ferait une démonstration analogue pour le terme wsy41. 

Le théorème précédent se voit plus clairement par une repré- 
sentation géométrique. Représentons les nombres successifs par 


Ererare 


= + 4 14 Tee 
0 A: : A3 AsA4 A; 


des abcisses OA,, OA, OA;, ... portées sur une droite à partir 
d’une origine O. D’après les hypothèses, A, est à droite de A,, A, 
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est à gauche de À,, mais À, À, étant plus petit que A, A;, A; est 
entre À, et.À,. De même À, est entre A, et A; et par suite entre 
A,et A,, et ainsi de suite. 

Il résulte aussi de ce qui précède que, dans la suite w,, us, ..., un, 
les termes d'indices impairs vont en croissant avec l’indice, tandis 
que les termes d'indices pairs vont en décroissant. Un terme quel- 
conque d’indice impair est d’ailleurs plus petit qu’un terme quel- 
conque d'indice pair. 

Si l’on applique ce qui précède aux réduites d’une fraction con- 
tinue, on voit que toute réduite est comprise entre deux ré- 
duites consécutives précédentes. En particulier, la dernière ré- 
duite, c’est-à-dire la fraction continue elle-méme, est comprise 
entre deux réduites consécutives quelconques. 

D'ailleurs les réduites d’indice impair vont en croissant, les 
réduites d'indice pair vont en décroissant, et une réduite 
d'indice impair quelconque est plus petite qu'une réduite 
d'indice pair quelconque. 


95. Considérons encore la suite (10). St la différence entre 
deux termes consécutifs de cette suite est plus petite en va- 
leur absolue que la moitié de la différence entre les deux 
précédents, il arrive que, de deux termes consécutifs, le 
second diffère moins que le premier de tous les suivants. 


Considérons les deux termes consécutifs u>h_,, u»Y et un terme 
suivant, #4 par exemple. On a vu que 


Ua p—i << Uq Ua p. 


Je dis que 
(11) Urp— Urq L Urg — Up: 


On a, en effet, 


Uap—1 + Us Ua p+1 — Uo p1 Ua p+9 — Up 
U2q — 12 2 <= ( 5 —+ RÉ MEET EE + ,, 


2 
— — h Ua — UIq— 
# Uog—1 Uoq—3 Uoqg — Uoqg—2 sig 2q 291, 
2 2 2 


D'après ce qu’on a vu au n° 94, tous les termes de cette somme, à 
Uop—1 + Up 
2) 


2p+1 — U2p—1 


partir de = sont positifs; w24 est donc égal à 


EN 


(CE 
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augmenté d’une suite de termes positifs. Donc 


Uop-1 + Up 
——————— >; 
2 


U2q > 


inégalité qui revient à linégalité (11). 
Ce résultat d’ailleurs se voit encore très facilement par la 
représentation géométrique de plus haut. Si A; A, est plus petit 


que er le point A, est plus près de À, que de À, ;ilen est de 


même a fortiori de À;, À;, ... puisque ces points sont à droite 
de A;. | 

La circonstance précédente se présente justement pour les 
réduites d’une fraction continue. La différence entre deux ré- 
duites consécutives est plus petite en valeur absolue que la moitié 
de la différence précédente. En effet, deux différences consécu- 
tives sont, en valeur absolue (n° 93), 


I [l 
PRET QE Sue PE = 
Qp1 Q»p Q? Q p+1 


O2 == Q>ap: 1e Q> d- 


Or 


Q, est plus grand que Q,_,, et le nombre entier posiuf «&»,, est 
au moins égal à 1; donc 


Que 2 0er 


Donc 
I di 


Qp Qp+1 à 2Q 1 Qp 

On peut donc dire que de deux réduites consécutives, la se- 
conde diffère moins que la première de toutes les réduites sui- 
vantes, et en particulier de la dernière, c’est-à-dire de la fraction 
continue elle-même. 

En résumé, les réduites successives d’une fraction continue 
sont alternativement plus petites et plus grandes que cette 
fraction, etchacune d’elles diffère moins de cette fraction que 
les précédentes. 


96. Enfin une dernière propriété des fractions continues, d’une 
grande importance dans les applications, est la suivante : 


Théorème. — Dans la réduction en fraction continue d’un 
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nombre positif, chaque réduite diffère moins d’une réduite 
suivante quelconque (et en particulier de la fraction continue 
elle-même) que toute fraction trréductible ayant des termes 
plus simples. 


D 
En effet, soient une due _—!, une réduite suivante — et une 


Qp Q 
EN 
raction + Le théorème revient à dire que, si & est plus appro- 
RP 
chée de — Q que 
eO- 


En effet, supposons, pour fixer les so P impair, de sorte que 


> À et B sont respectivement plus g orands que P> 


E 


Ph 
_ 
<< 
À étant plus approché de À que Pr l'est a fortiori plus que - 
B Q Qp = 
On a donc 
ONCE 
KE K 
Q»  B "Qr 
On en déduit 
TS 


—— — — — —>o 
Ce TR AE 
d’où l’on déduit (à cause de la relation P, ,Q,—Q, 1P;=—:1) 


PP no 
ae SR 
P 


d'où 
B=0;(BP;"1—A0;):-"0. 
B est donc plus grand qu'un multiple positif de Q,, donc a for- 


DNA BP, 
ER RONTITE NS 
Qp B Qp 


tiort plus grand que Q,. D'ailleurs, de 


et a fortioriA>P, 


97. Remarque sur la réduction en fraction continue des 


nombres négatifs. — Réduire en fraction continue un nombre 
igatif à c’est écrire 
négatif — > 
\ I 
B 1 [ 
lee 
Gt, 
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de sorte que le premier quotient incomplet — a, soit le plus grand 
: : ; er Le : ne À A 

entier négatif immédiatement inférieur à — 5 et que les quo- 


tients incomplets suivants soient tous positifs. 
IL est facile de trouver la réduction en fraction continue d’un 


À : A ; 
nombre — =>; connaissant celle du nombre + Soit, en effer, 


B 
ARE L 
B PRE I 
Cor ñ 
Er: 
d’où 
A 
A aTe 5 : (sien ; 
DES b + : 
c + ; c + - 
Cor ET: 
ou encore 
A I 
En de ie = 
Le 
b—ir— L 
QU a. 
7 


Si b£1, l'expression précédente est la fraction continue 


cherchée. 
Si db — 1, l'expression précédente est égale à 


— (a +1) + 


qui est la fraction continue cherchée. 
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CHAPITRE IL. 


DES CONGRUENCES. 


$ I. — Premières notions sur les congruences. 


98. La notion de congruence, ou plutôt la notation par con- 
gruences et leur analogie avec les équations, est due à Gauss. 


Voici en quoi elle consiste : 
On dit que deux nombres a et b sont congrus par rapport à ur 
module ñ quand la différence a — b est divisible par n. Cette 


congruence s’indique de la façon suivante : 


a= b (mod zx). 


Lorsqu'il n'y a pas d’ambiguïté à craindre, on peut supprimer 


le module et écrire 
Gh—= 0 


Il va, entre les congruences et les égalités, des analogies dont 
nous allons parler et qui sont mises en lumière par la notation 


précédente. 


99. On peut ajouter, soustraire, multiplier membres à 
membres des congruences prises par rapport à an même module. 
Soient, par exemple, les congruences 


40 (mod n), 


a = b’ (mod n). 


Elles sont équivalentes aux égalités 


(1) a —=b+nh, 


(2) ad = b'+n, 


h et h! étant des nombres enuers. 
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Ajoutons ces égalités, nous obtenons 


aa =b+b+n(h+h"). 
Donc : 
dd 0 01 (mod n). 
La démonstration s’étendrait au cas d’un nombre quelconque 
de congruences. 
On voit d’une façon analogue que l’on peut soustraire membres 
à membres deux congruences. 
On peut aussi muluplier deux congruences membres à membres. 
En effet, des égalités (1) et (2) on tire 
aa'= bb'+ n(hb'+h'b+nhh"). 
Donc aussi 
aa'= bb' (mod n). 
Ce théorème s’étend sans peine, de proche en proche, à un 
nombre quelconque de congruences. En particulier, on peut 
élever les deux membres d’une congruence à une même puissance. 


100. Si l’on combine entre eux les résultats précédents, on 
arrive sans peine à l’énoncé général suivant : 


St l’on a 
a= a (mod n»), 
b= b' (mod n), 
= ç' (mod n), 
on a aussi 
HONOR FAC CR Er 0) 


f étant une fonction rationnelle entière à coefficients entiers. 


101. On ne peut pas, en général, diviser les deux membres 
d’une congruence par un même nombre. D'abord, cette opération 
n'a de sens que si les deux membres sont divisibles par le diviseur 
en question; ensuite, ceiie condition étant réalisée, l’opération 
n est permise que st le diviseur est premier avec le module. 

En effet, soit | 


à 
Il 
(S 


(mod x), 
d’où 


(6) im (mod n). 
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x 


Soit d un diviseur commun à & et b, et par suite diviseur 


de a — b, et soit 
a — b = ddr. 


Diviser les deux membres de la congruence (3) par d revient 
à écrire la congruence d'= 0 (mod nr). Or, de ce que n divise dd’, 
on n'a le droit d’en conclure qu'il divise d' que s’il est premier 
avec d. 

Si, après avoir divisé les deux membres d’une congruence de 
module 7? par un même nombre d, on veut encore obtenir une 
congruence sûrement exacte, il faut diviser le module nr par le 
plus grand commun diviseur de » et de d. 

Exemple. — Soit la congruence 


270 = 60 (mod 14). 


On peut diviser les deux membres par 15, parce que 15 est 
premier avec le module 14, et l’on obtient la congruence exacte 


18 = (med 14). 


Mais, si l’on divise les deux membres par 6 qui n’est pas premier 
avec 14, on obtient une congruence inexacte 


15= 710 (mod 14). 


Pour obtenir une congruence exacte, il faut diviser le module 14 
ar le plus grand commun diviseur de 6 et de 14, quiest 2, et l’on 
, q ; 


obtient ainsi 
45 =10 (mod 7). 


102. Congruences à module premier. — Ici se dessine, pour 
la première fois, le caractère plus simple des congruences à mo- 
dules premiers. Supposons, en effet, que le module x soit un 
nombre premier absolu. Alors, pour qu’on puisse diviser les 
deux membres d’une congruence par un de leurs diviseurs com- 
muns d, il suffit que d ne soit pas divisible par », autrement dit 
que d ne soit pas congru à zéro (mod n). L’analogie des con- 
gruences avec les égalités est ainsi plus grande. 

Quoi qu'il en soit, dans ce cas, comme dans celui du module non 
premier, il subsiste encore cette différence avec les équations que d 
doit être un diviseur commun des deux membres de la con- 
gruence. Nous allons supprimer cette restriction. 
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103. Taéonème. — Soit a un nombre premier avec n. Si l’on 


divise par n les nombres | 


LD A ee TT nl), 


les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres 


RC ee 


En effet, aucune division ne se fait exactement, car n étant 
premier avec a ne peut diviser La que s’il divise A, ce qui est 
impossible si À est plus petit que . 

Aucun des restes n'étant nul, ces restes sont certains des 
nombres 1, 2, ..., A —1. 

Deux de ces restes ne peuvent être égaux, car si La et h'a don- 
naient le même reste, (4 — }')a serait divisible par n, ce que nous 
venons de voir être impossible. 

Les restes étant des nombres de la suite 1, 2, ..., n —1, 
étant en même nombre qu’eux et étant différents entre eux, sont 
ces nombres mêmes. 

Remarque. — Considérons en outre le nombre na; ce nombre 
divisé par & donne comme reste zéro. On peut donc dire que st 
l’on divise par n les nombres 


2e (Did AT 
les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres 


T2. UT, Ur 


Autre énoncé. — Les nombres a, 2a, ..., (n—1)a, na sont 
congrus (mod n) aux nombres 0, 1,2, ..., (n —:1). 


104. Système complet de restes incongrus par rapport à un 
module.— On appelle système complet de restes incongrus par 
rapport à un module n, un système de x nombres tels qu’il y 
en ait un et un seul congru (mod n) à n'importe quel nombre 
donné. L 


Il est évident que les nombres o, 1, 2, ..., (7 —:1) forment un 
système complet de restes incongrus (mod n). 

Il en est de même de tout système de nombres respectivement 
congrus aux précédents; par exemple, les nombres a, 24, 
3a, ..., n@ du théorème précédent. 
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On généralisera facilement en démontrant la même propriété 
pour les nombres &a+b, 2a+b, ..., na +6. En d’autres 
termes, n termes consécutifs d’une progression arithmétique, 
dont la raison est première avec n, forment un système com- 
plet de restes incongrus (mod n). 


105. Quotient de deux nombres (mod n). — Soient deux 
nombres À et B et un module n premier avec B. D’après ce qui 
précède, il existe un nombre g et un seul (à un multiple près 
de n) tel que 

Bq=A (mod 7). 

g peut s'appeler quotient de À par B (mod nr). 

Si À = 0 (mod »}, il en est de même de gq. 

Dans le cas particulier où A — 1, les nombres B et g peuvent 
être dits ëneerses l’un de l’autre (mod n). 


106. Généralisation des résultats du n° 101. — Nous pou- 
vons maintenant, comme nous l'avons annoncé, généraliser les 
résultats du n° 101 relatifs à la division des deux membres d’une 
congruence par un même nombre premier au module. 

Il n’est pas, en effet, nécessaire que ce nombre soit diviseur 
commun des deux membres de la congruence pour que l’on puisse 
faire cette division; il suffit que ce nombre soit premier au 
module. D’après ce PAT ELN ES si deux nombres sont congrus 
(mod n}), leurs quotients (mod) par un nombre B premier à n 
sont aussi congrus (mod n). 

En particulier, st le module est un nombre premier absolu, 
on peut diviser les deux membres de la congruence par un 
même nombre quelconque, non congru à zéro. 


107. Remarque. — Pour qu'un produit de facteurs soit 
congru à zéro, il faut et il suffit, quand le module est premier, 
que l’un des facteurs soit congru à zéro. 


En effet, ceci revient à dire que, pour qu’un nombre premier 

divise un produit de facteurs, il faut et 1l suffit qu'il divise l’un des 
P ) 

facteurs. 

Les théorèmes précédents mettent bien en évidence l’analogie 

P 

qui existe entre les égalités et les congruences, surtout les con- 
gruences à module premier. Cette analogie va se poursuivre. 
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« 


$ II. — Congruence du premier degré à une inconnue. 
Analyse indéterminée du premier degré. 


108. De même que parmi les égalités on disungue celles ap- 
pelées équations dans lesquelles certaines quantités sont incon- 
nues, de même on peut distinguer les congruences dans lesquelles 
certaines quantités sont inconnues et doivent être déterminées de 
manière à ce que la congruence soit vérifiée. 

La congruence du premier degré à une inconnue a la forme 


(4) ax=b (modn) 


a et b étant connus, æ étant inconnu. 

D’après ce que nous venons de voir (n° 105), si a est premier 
avec n, il existe un nombre et un seul (à un multiple près de n) 
qui satisfait à la congruence. 

Sia n’est pas premier avec n, soit d le plus grand commun 
diviseur de a et de n. Si b n’est pas divisible par d, la congruence 
est évidemment impossible. Si b est divisible par d, soient 


== GOT, DD TNT, 
la congruence proposée est équivalente à la suivante : 


(5) a'x = b' (mod n'). 


a! et n' étant premiers entre eux, il existe un seul nombre 
(mod n/) satisfaisant à cette congruence, soit x. Toutes les solu- 
tions de la congruence (5) sont données par la formule 


(6) Z = Lo+n't, 


t élant un entier quelconque. 

Cherchons combien cela donne de solutions incongrues (mod nr) 
pour la congruence proposée (4). 

Pour que les deux valeurs de x données par la formule (6), 
pour deux valeurs {/, {’ de # soient congrues (modn), il faut etil 
suffit que leur différence 

n'(&— #), 


soit divisible par n, c’est-à-dire que #’— 4 soit divisible par d. 
On aura donc toutes les solutions incongrues (mod x) de la 
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congruence (4) en donnant à t les valeurs 


OT D dl, 


ce qui donne d solutions. 


109. Dans le cas particulier où » est un nombre premier 
absolu p, on a le résultat suivant, complètement analogue à celui 
relatif à l'équation du premier degré : 


La congruence ax =b(mod p) a une solution siao (mod p). 
[On ne compte pas comme différentes deux solutions con- 


grues (mod p)|. 
Sia—=o(mod p)et que b< 0 (modp) la congruence est im- 


possible. 


Sia—=b=o(modp), la congruence est indéterminée. 


110. Appzicatron. — ARésolution en nombres entiers de 
l'équation ax + by — c. — Comme nous l'avons dit dans l’Intro- 
duction de cet Ouvrage, un des objets principaux de la théorie des 
nombres est la résolution en nombres entiers des équations à coef- 
ficients entiers. 

Pour l'équation la plus simple, équation du premier degré à 
une inconnue ax = b, la réponse est immédiate. 

Cette équation a une solution si d est divisible par a; elle n’en 


a pas dans le cas contraire. 


111. Passons maintenant à l’équation du premier degré à deux 
inconnues 
AL by == C: 
La solution de cette équation revient immédiatement à celle de 


la congruence 
ABC (mod D). 


En effet, soit x, une solution de cette congruence, ax, — c sera 
divisible par b; soit — y, le quotient, on aura 
ato+ bYo= c. 


Aiïnsi à toute solution de la congruence correspond un système de 
solutions de l’équation. 
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On voit que st a et b sont premiers entre eux, le problème est 

. . a . el , 
possible; soit &o, Yo un système de solutions; d’après ce quona 
dit plus haut, toutes les valeurs de x sont données par la formule 


(7) æ = æo+ bt, 


t étant un entier quelconque. La valeur de y correspondante, 
donnée par l'équation ax + by = c, est 


(8) HET rc 


et le problème est résolu. 

St a et b ne sont pas premiers entre eux, soit d leur plus 
grand commun diviseur. Si d ne divise pas c le problème est im- 
possible. Si d divise c, on peut d’abord diviser tous les termes de 
l'équation par d'et l’on est ramené au cas où les coefficients de x 
et de y sont premiers entre eux. 


112 Résolution par les fractions continues. — Nous avons 
démontré l’existence des solutions, mais nous n’avons pas donné 
de méthode pour les calculer, sinon par tâtonnements, en essayant 
pour + successivement tout un système de restes incongrus par 
rapport au module b. 

L’algorithme des fractions continues permet de résoudre le pro- 
bième plus rapidement. 

En effet, comme nous venons de le dire, on peut supposer «a 
et b premiers entre eux. Réduisons en fraction continue la 


. (22 " 12 = P ANT) ON SE , 2 
fraction Lt Soient n] L'et we l’avant-dernière et La dernière réduite. 
ko CO 
On a & 
(9) PrQri— QPri=( 1. 
Mais les fractions G et 3° étant égales et toutes deux irréduc- 


tibles, sont identiques. Donc 


Pro 


Qx 


Donc l'égalité (9) s'écrit 


; a Qui — bPy si = (—ié. 
On en déduit 


al 1) Qx=s c]+ b[(— r)£+1 Pic =; 
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Donc (—1}Qxuc et (—1)1P; ,c forment un système de 
solutions. On en déduit tous les autres par les formules (7)'et (8): 
Exemple. — Soit l'équation 


345% — 44 —= 107, 
on a 


LE ; 
3 + -. 
2 


Sa re 14 
L'avant-dernière réduite est a. + Donc 


345.19 — {4.149 =—71, 
d’où 
345(—1919)— 44(—15049) = 101. 
La solution générale est 
D == "1919 +446, 
ÿY = — 15049 + 3454, 


113. On peut envisager la question précédente d’une autre 
facon. 

On dit qu’un nombre n est représentable par une expres- 
si00 f(z,7,2,...). lorsquil, existé des valeurs entières_des 
variables zx, y,7,...quirendent f(x,y,3,...) égal à n. 

Les résultats précédents peuvent dès lors s’énoncer comme il 


SULE : 


La forme linéaire ax + by peut représenter tout nombre 
divisible par le plus grand commun diviseur de a et de b, et 
elle ne peut représenter les autres. 


En particulier, st & et b sont premiers entre eux, la forme 
linéaire ax + by peut représenter tous les nombres. 

D'ailleurs, quand la représentation d’un nombre est possible, 
elle l’est d’une infinité de façons. 


114. Résolution de l’équation 


ax +by+cs+...+ks+lit= m. 


a, b,C,...,l,msont donnés; x,y,2,..., 1 sontinconnus. 
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Si a,b,c,...,l ne sont pas premiers entre eux, soit d leur 
plus grand commun diviseur. Si d ne divise pas m,le problème 
est impossible. 

Si d divise m, on peut diviser toute l’équation par d. En un 
mot, on peut supposer les coefficients des inconnues premiers 
entre eux dans leur ensemble. 

Nous allons montrer que dans ce cas l’équation est possible et 
que sa résolution se ramène à celle d’une équation contenant une 
inconnue de moins. Pour cela, nous allons montrer que si c’est 
vrai pour une équation à p —1 inconnues, c’est vrai pour une 
équation à p inconnues. 

L'équation proposée s'écrit 


(10) am+by+cz+...+ks = m— lt. 


Sia,b,c,k sont premiers entre eux, donnons à & une valeur 
quelconque, et ilreste une équation en æ, y, ...,s, qui par hypo- 
thèse est possible. 

Si &, b,C,..., k ontun plus grand commun diviseur à <1, on 
doit d’abord déterminer 4 de façon que 


m—lit=0o  (modà) 


Cette congruence est possible, car /'et à sont premiers entre eux, 
sinon @,b,c,...,k,l ne seraient pas premiers entre eux. On 
obtient donc pour # une expression de la forme 


to + du, 


u étant une nouvelle inconnue. 
Substituons cette valeur de £ dans l’équation (10), tous les termes 
deviennent divisibles par à et l’on est ramené au cas précédent. 
Remarque. — Ge résultat peut s’énoncer comme au n° 113. La 
Jorme linéaireax + by +... peut représenter tout nombre 
divisible par le plus grand commun diviseur de a, b, ..., L, et 
ne peut représenter les autres. 


115. Problème. — Trouver un nombre x tel que 


T=a (mod «), 
æ= 0 (mod B), 
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Supposons d’abord qu'il y ait seulement deux modules, et que 
l’on veuille trouver un nombre x satisfaisant aux conditions 


T= a (mod a), 


Dm— (mod B). 


Les nombres satisfaisant à la première de ces conditions sont 


de la forme 
Fe Al A EAP 2 


et il ne reste qu’à déterminer { par la seconde condition 


at+a—=b (mod £) 
ou 
at=b—a (mod $). 


Soit d le plus grand commun diviseur de & et $. Si d ne divise 
pas d — a le problème est impossible. Si d'divise b — a la con- 
gruence est ramenée à 


Soit {, une solution, toutes les autres sont de la forme 


Lo + Die 


d 


ce qui donne pour æ des solutions de la forme 


af 
DE NN NS RENNES 


d 
ou 


ap 
LT = Lo rs 


u étant un entier quelconque. 
af : : 
Remarquons que “est le plus petit commun multiple de « 
et f. 
De proche en proche il est facile de résoudre le problème géné- 


ral. 
Supposons qu'il soit possible de trouver des valeurs de x 
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satisfaisant aux congruences 


et que la solution soit de la forme 


æ = % + Mt, 


M étant le plus petit multiple commun de a, b,..., {. 

Je dis que l’on pourra trouver, si elles existent, les valeurs 
de æ satisfaisant à une congruence de plus, et que la solution est 
d’une forme analogue. 

En effet, déterminons £ de façon que x satisfasse à une con- 


gruence de plus 
T=m (mod p). 


Cela exige que 
zo+Mi=m (mod y) 
ou 
Mi=m—x (mod y). 
Soit d le plus grand commun diviseur de M et de u. Si d ne 
divise pas m — 9, le problème est impossible. Si d divise m — x 
la congruence précédente est ramenée à 


Ms M — 0 (moa & 
NET adj’ 


Soit & une solution, toutes les autres sont de la forme 
2 
Éo + 7 U, 


ce qui donne pour x des solutions de la forme 


il 
Lo + Mt, + ne u. 


M : . 
Mais — est le plus petit commun multiple de M et de y, c’est- 


à-dire le plus petit commun multiple de «, 8, ...,X. La solution 
est donc bien de la forme supposée. 


116. Cas particulier. — Examinons le cas particulier où les 
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modules x, 8,...,2,u sont premiers entre eux deux à deux. 
Dans ce cas le plus petit commun multiple des p premiers mo- 


dules est premier avec le (p + 1)", Donc le problème est pos- 
sible. De plus les solutions sont de la forme 


Lo+ 43... .Àu.t, 


, 


car le plus petit commun multiple des nombres #, 6, ...,2, u est 
égal à leur produit. 


D'ailleurs, dans ce cas on a facilement la solution particulière +, 
de la façon suivante : cherchons d'abord un nombre +, tel que 


Di (mod x), 
Ti= 0 (mod 8), 
ee ET RU s 
Li=—=O0 (mod À), 
T0 (mod u). 


On a évidemment un tel nombre par la formule By.. ARE 
l étant déterminé par la condition 
8X...Xu.ti=1 (mod 4). 


Soient de même æ», dy, ..., æ, des nombres satisfaisant aux 


conditions 
Z»—0 (mod a), D3—10.1(MmOo a), . 
T3=1 (mod), T;3—=0"(mod$), ; 
T>=0 (mod y), T3=1 (mod y), 
Z3=0 (mod}y), æT;—=0 (modu), 


Lis Los os Æn étant ainsi délerminés, le nombre 
Lo = Ati + Dar +... + loi + mr 
répond à la question. 
Il est à remarquer que æ1,Æ2, +.., Zn sont indépendants de 


DH ne CRUE 


$ III. — Théorèmes de Fermat et d'Euler. 


. 4 y Fi c : 1 LES Q A L = 
117. Bien que le théorème de Fermat ne soit qu'un cas parti- 
culier de celui d’'Euler nous le démontrerons d’abord à cause de sa 


grande importance. 
C. ) 
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Théorème de Fermat. — p étant un nombre premier etaun 


nombre non divisible par p, on à _ 
aP-i—1=0 (mod p). 


En effet, considérons les nombres 
(11) CRD SUR SO = ))C A 


ils sont congrus aux nombres 
(12) RO ne 2050 je din 


pris dans un certain ordre (n° 103). 
Donc le produit des nombres (11) est congru au produit des 
nombres (12), c’est-à-dire que 


2 (DU) Cm C2: (0) (mod p), 


ou en divisant les deux nombres par 1.2 :..p—1 qui est pre- 


mier avec p, 


aP-1=1 (mod p). CAO ND: 
118. Remarque. — On peut dire que l’on a 
aP— a = 0 (mod &), 


quel que soit a. 
En effet, a? — a est le produit des deux facteurs a et aP-1— 1. 
Si a est divisible par p le premier facteur est congru à zéro; 
si a n’est pas divisible par p, c’est le second facteur qui est congru 
à zéro, d'après le théorème de Fermat. Dans tous les cas, le pro- 
duil est congru à zéro. 


119. Autre démonstration du théorème de Fermat. — Vu 
l’importance du théorème de Fermat, nous allons en donner une 
autre démonstration. Elle s'appuie sur ce fait que dans la formule 
qui donne la puissance pitme d’un polynôme 


Dinte Vice 2 PU pl 


Lt 
= OCT 
(13) 7e > MAS CA ærtyBzT.. 0) 
dB, À -@.1.2...fR...1.9..:À 
\ 


(APE EX?) 


si l’on suppose p premier absolu, tous les coefficients du second 
membre, sauf ceux de æP, yP, ..., uP, 6P, sont divisibles par p 
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’ ; NE : 
En effet, dans le coefficient 2 » puisque 
; NOR on aa ce de À 


ce coeflicient est entier, tous les facteurs premiers du dénomina- 
teur se trouvent au numérateur el disparaissent; mais aucun de 
ces facteurs n'est égal à p, puisque &, f,...,À sont plus petits 
que p. 


Donc ces facteurs se trouvent dans le P'oduinES ee .pP —1. 


Donc 


+ est égal à un nombre entier g; 


donc le coefficient en question est égal à pg, et il est divisible par p. 
Ceci posé, la formule (13) donne donc, en supposant que x, 
V,...,3 soient des nombres entiers quelconques, 


“ 


(T+HyY+i+... Æu+P)P—(rP+ YP+.. +ul+pP)=o (mod p), 


et en supposant que æ,ÿ; 5,;-..,u,P soient Lous égaux à un, 
et soient au nombre de &, 


aP— a=0 (mod p), 


ce qui est le théorème de Fermat. 


120. T'héorème de Fermat généralisé par Euler. — n étant 
un nombre quelconque et a un nombre premier avec n, la 
quantité a?) — x est congrue à zéro (mod n). 


Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 
Lemme. — Soient 

(14) M ns es p(n) 

les nombres plus petits que » et premiers avec lui. 
Considérons les produits 

(15) 14, A, ..., Loin) de 


Je dis que ces produits divisés par » donnent comme restes, 
dans un certain ordre, les nombres (14). 

En effet, aucune division ne se fait exactement, car, » étant 
premier avec 4 ne pourrail diviser 4,4 que s'il divisait 4,, ce qui 
est impossible, puisque 4, est plus petit que n. 

Les restes sont d’ailleurs plus petits que n. 
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De plus, ces restes sont premiers avec n, car soil 
da = nQg+ Tr 


sin etr, avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserail 4,4. 
Alors n et aja ne seraient pas premiers entre eux, ce qui est 
impossible, puisque 4, et a étant premiers avec n, il en est de 
même de leur produit. 

Je dis enfin que deux des restes sont inégaux. En effet, si 4,& 
etaya donnaient le même reste, (4, — 4,)a serait divisible par n ; 
mais, A étant premier avec a devrait diviser 4,— 47, ce qui est 
impossible puisque 4, et à, sont plus peuts que lui. 

Les restes étant des nombres de la suite (14), étant en même 
nombre qu'eux et étant différents entre eux, sont ces nombres 
eux-mêmes. 

Ce lemme peut encore s’énoncer en disant que les nombres de 
la suite (15) sont congrus (mod ») aux nombres de la suite (14). 


121. Démonstration du théorème d'Euler. — Ceci posé, la 
démonstration du théorème d’'Euler est la suivante, analogue à celle 
du théorème de Fermat : 


Les nombres 
Xi &. a À, eat Xo(n) 4 


étant congrus (mod ñn) aux nombres 


X;, La, AC Agir)» 


le produit des nombres de la première suite est congru (mod n) 
au produit des nombres de la seconde 


A1%>... Lp(n) an —= Ga... Laon) (mod 7), 


ou, en divisant les deux nombres Par 442... Lo(n) Qui est premier 
avec n, 1 vient 
ag = 1 (mod n). 


422. Applications à la solution en nombres entiers de 
l'équation ax + by = c. — On peut supposer & et b premiers 
entre eux (n° 111). On a donc 


ag); 


b = un nombre entier w 
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ou 
a ap b(—'u)=1r, 
d’où 
a(ca?b 1) + b(— cu)= ec. 
Donc ca?) et — cu forment un système de solutions de l’équa- 
ion proposée, et on en déduit tous les autres comme on a vu 


au n° 111. 


$ IV. — Premiers principes sur les congruences 
de degré quelconque à module premier. 


123. On appelle conguence de degré r une congruence de 
la forme 


f(æ)= 0 (mod n), 


f(x) étant un polynôme entier en #, à coefficients entiers et de 
degré r.. | 

Remarquons d’abord que si une telle congruence admet une 
racine æ,, elle admet aussi comme racines tous les nombres 
congrus à æy (mod ») (d’après le théorème du n° 100); mais nous 
ne considérerons pas Ces racines comme distinctes, et quand nous 
parlerons d’une racine +,, nous voudrons parler de +, ou de tout 
nombre congru à æ, (mod n). 

Étudions d’abord les congruences à module premier. 


124. On dit qu'une congruence (à module premier Pp}) est 
identique, ou que son premier membre est identiquement 
congru à zéro, lorsque lous ses coefficients sont congrus à zéro, 
c'est-à-dire divisibles par p. 

On dit que deux polynômes en x sont identiquement con- 
grus (mod p) lorsque leur différence est identiquement congrue 
à Zéro. 

[Il faut remarquer ici une différence essentielle entre les con- 
gruences et les équations ordinaires de l’Algèbre. En Algèbre, on 
dit qu'un polynôme est identiquement nul, lorsque tous ses coef- 
ficients sont nuls; mais il revient au même de dire, qu’un poly- 
nôme est identiquement nul lorsqu'il prend une valeur nulle 
pour n'importe quelle valeur de x. Au contraire, on ne peut pas 
dire qu’un polynôme est identiquement congru à zéro (mod p) 
lorsqu'il prend une valeur congrue à zéro, quel que soit x. 
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Considérons en effet le polynôme 


TP — %. 


D’après le théorème de Fermat, ce polynôme prend une valeur 
congrue à zéro (mod p) pour toute valeur de x; et cependant ce 
polynôme n’a pas tous ses coefficients congrus à zéro. 

Nous indiquerons une congruence identique par lesigne— 

Remarquons que si deux polynômes sont identiques algébri- 
quement, ils sont identiquement congrus (mod p). 


195. Division (mod p). — Diviser un polynôme f(x) par un 
polynéme (x) (suivant le module p ou plas simplement mod p), 
c’est trouver un polynôme Q(x) et un polynôme R(x), R(x) 
étant de degré inférieur à @ (x), tels que : 


f(æ)=+(z)Q(æ)+R(x) (mod p). 


(Il ne s’agit, bien entendu, que de polynômes à coefficients 
entiers.) 

Pour démontrer l’existence de Q(x) et de R(x) et, en même 
temps, pour les calculer, il suffit de faire sur f(x) et o(x) les 
mêmes raisonnements et calculs que l’on fait en Algèbre pour la 
division algébrique ordinaire. On peut, dans le courant du calcul, 
remplacer tout coefficient par un autre qui lui soit congru (mod p), 
ce qui peut servir, par exemple, à abaisser la valeur absolue des 
coefficients au-dessous de p. 

Le quotient d’un terme Ax”* par un terme A/x” est Bz”=”", 
B étant le quotient de A par A’ entendu au sens du n° 105. Le 
module p étant premier, ce quotient existe toujours pourvu que 
A! o (mod p). 

En particulier, on dit que le polynôme f(æ)est divisible (mod p) 
par le polynôme +(x) lorsque R(x) est identiquement congru à 
zéro (mod p}. On à alors 


F(R)=e(x) Or) (mod p). 


Exemple. — Soit à diviser 5x5— 3xi+ 9x3 5x4 0% 285 
par 325+ 2? 5x — 0 (mod 5). 


CONGRUENCES DE DEGRÉ QUELCONQUE À MODULE PREMIER. Gi 


On peut disposer l'opération de la façon suivante : 


SA — o2t+ 923— Sp op+i | 324 r— 57 —0 
— 4x'+9023+ 87? . 


GX—2T +1 


—Gai+ a+ 37r3+2T 


+ 228— 107? — 4T 


TC —92T+I 


— g+5T+o 


— a+ 3r+s 


Pour diviser un coefficient À par un coefficient A’, il suffit de 
multiplier À par l’inverse de A’ (mod p) (voir n° 105). Voici, 
pour faciliter le calcul, le Tableau des nombres inverses deux à 
deux (mod 5) : 


Cr = 


TNT RES 


3 

6 , 

Remarquons qu’un polynôme est toujours divisible (mod p) par 
un facteur numérique 7 04 


126. Plus grand commun diviseur (mod p) de deux poly- 
nômes. — On peut maintenant établir une théorie du plus grand 
commun diviseur (mod p) absolument analogue à celle de 
l’Alsèbre. Le plus grand commun diviseur (mod p) de deux poly- 
nômes s'obtient en divisant le premier par le second, puis le 
second par le reste et ainsi de suite. Nous laissons au lecteur le 
soin de voir que tous les raisonnements qu’on a faits en Algèbre à 
ce sujel peuvent se répéter 11. 

De cette théorie du plus grand commun diviseur (mod p), on 
déduit d’ailleurs les mêmes conséquences que de celle du plus 
grand commun diviseur ordinaire, Nous nous contenterons 
d’énoncer celles dont nous allons avoir besoin. 


127. 1° Tout diviseur commun (mod p) de deux polynômes 
est un diviseur (mod p) de leur plus grand commun divi- 
seur (mod p ); 
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2% Quand on multiplie deux polynômes par un troisième, 
leur plus grand commun diviseur (mod p) est multiplié par ce 
{rOUSLÈmMe ; 

3° Quand on divise deux polynômes par un diviseur com- 
mun (mod p), leur plus grand commun diviseur (mod p) est 
divisé (mod p) par ce troisième ; 

4° Quand on divise (mod p) deux polynômes par leur plus 
srand commun diviseur (mod p), les quotients obtenus ont 
d . . . ge = 
pour plus grand commun diviseur un nombre. On dit qu'ils 
sont premiers entre eux (mod p); 

no A A TIC : à À 

5° Quand un polynôme divise (mod p) le produit de deux 
autres, et qu'il est premier (mod p) avec l’un d’eux, il divise 
l’autre (mod p); 

6° Quand un polynôme est premier (mod p) avec plusieurs 
autres, il'est premier avec leur produit; 

7° Quand deux polynômes sont premiers entre eux (mod p), 
deux puissances quelconques de ces polynômes sont premières 
entre elles; 

8° Quand un polynôme est divisible (mod p) par plusieurs 
autres polynômes premiers entre eux deux à deux (mod p), &l 
est divisible par leur produit. 

La démonstration de ces théorèmes est identique à celle qu’on 
donne dans la théorie de la divisibilité ordinaire des polynômes, 
ou dans celle des nombres entiers (!). 


128. Tuéonkue. Si a est racine de la congruence 
f(æ)= 0 (mod p), 


f(x) est divisible (mod p) par x — à et réciproquement. 


(') Les trois derniers théorèmes sont analogues aux théorèmes sur les nombres 
entiers énoncés aux n° 47, 43, 45. Ceux-ci ont été démontrés en s'appuyant sur la 
théorie de la décomposition des nombres en facteurs premiers. 

On pourrait ici faire une théorie analogue, en considérant des polynômes qui: 
ne sont divisibles (mod p) que par un facteur numérique ou par un polynôme 
de même degré qu'eux [polynômes irréductibles-(mod p)]; mais on peut aussi 
remarquer que les théorèmes des n°* 42, 43, 45 se démontrent facilement, sans s’ap- 
puyer sur la théorie de la décomposition en facteurs premiers : c’est ce que nous 
laissons au lecteur le soin de voir. 
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En effet, divisons (mod p)f(x) par æ — a. Le reste À est 


indépendant de x. 
REG a) ORNE (mod p). 


Remplaçons dans cette identité + par @, il vient 


0 — À (mod p); 
donc 
HAN RE AOC) (mod p), 


ce qui prouve que f(æ) est divisible (mod p) par x — a. 
Quant à la réciproque, elle est évidente. 


129. Racines multiples. — On dit que aest racine mulriple 
d'ordre x de la congruence f(x) = 0 (mod p}), lorsque le 
polynôme f(æ) est divisible (mod p) par (x — a)2 et ne l’est pas 
par (æ— a), | 


190. Taéongue. — 1" Si à db,c,...,lSont des racines 
incongrues deux à deux, d'ordres à, $,y,...,À de multipli- 
cité d’une congruence f(x)= 0 (mod p}), f(x) est divisible 
(mod p) par le produit (x — a)*{x — b)8...{(æ — >. 


En effet f(x) est divisible (mod p) séparément par (æ — a}f, 
(æ— D}, ...,(x— 1); or remarquons d’abord que les poly- 
nômes æ—a,x—b,...,x—lsont premiers entre eux deux à 
deux (mod p). En effet, un diviseur commun (mod p) de x — « 
et æ — b, par exemple, doit diviser leur différence à — b, qui est 
un nombre non congru à zéro (mod p). Ce diviseur commun ne 
peut donc êlre qu’un diviseur numérique. 

Les polynomes x — a,x — b, ...,æx -- l étant premiers entre 
eux (mod p) deux à deux, ïl en est de même de leurs puissances 
quelconques. 

f(æ) étant divisible (mod p}) par les polynomes (æ— a}, 
(æ— b)8,...,(x — [Ÿ qui sont premiers entre eux deux à deux, 


l’est aussi par leur produit. 


131. Corozcaire. — Une congruence de degré r re peut 
avoir plus de r racines, une racine d'ordre « étant comptée 


pour à racines. 


Car, sinon, le premier membre de la congruence serait divi- 
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sible (mod p) par un polynôme de degré plus élevé que lui, ce 
qui est impossible. 


132. Comme exemple de congruence ayant autant de racines 
incongrues que d'unités dans son degré, on peut citer la con- 
gruence 
| | æP-l— = 0 (mod p) 


qui, d’après le théorème de Fermat, a pour solutions les nombres 


FA SU ee 
CorozLAIRE. — On a 


DPI 1=(%—1)(æ —2).(æ—p+r) (mod p). 


133. Taéorëme ne Wizson. — Si dans l'identité précédente, 
on fait æ — 0, il vient, en remarquant que p est impair, 


1.2...(p—1)+I1=0 (mod p), 

égalité qui constitue le théorème de Wilson. 
RécrPpRoQUE DU THÉORÈME DE Wizson. — Sz l’on a 
1.2...(p—1)+I1=0 (mod p), 


le nombre p est premier. 


En effet, sinon le nombre p aurait un diviseur plus petit que 
lui, qui étant contenu comme facteur dans le produit 1.2...(p—1) 
le diviserait; mais ce diviseur devrait aussi diviser 1.2...(p—1)+1 
qui est multiple de p. C’est impossible. 


134. Nous venons de dire qu’une congruence de module pre- 
mier a, au plus, autant de racines qu’il y a d'unités dans son degré. 
Mais il y a des congruences qui ont moins de racines que d’u- 
nités dans leur degré. Par exemple, on vérifie facilement que 
la congruence 
æ?—3=0 (mod) 
n’a pas de racines. 


À ce propos, on a le théorème suivant : 


135. Tuéorëme. — Sort o(x) un diviseur (mod D) de f(mnSt 
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la congruence 
f(æ&)= 0 (mod p) 


a autant de racines que d'unités dans son degré, il en est de 


méme de la congruence 
o(æ)= 0 (mod p). 


En effet, soit Q(x) le quotient de f(x) parw(x). La congruence 


f(x)=0 (mod p) 
peut s'écrire 
w(x) Q(x) = 0 (mod p). 


Le degré de f(x) est la somme des degrés de o(x) et de Q(x 
Comme d’ailleurs une racine de f(x) est nécessairement racine 
soit de (x), soit de Q(x); si la congruence 


p(æ)=0o (mod p) 


avait moins de racines qu'il n’y a d'unités dans son degré, il fau- 


drait que la congruence 
Q(z)=0 (mod p) 


en ait plus, ce qui est impossible. 


136. Cas parricuzier. — Sort d'un diviseur de p —\1, la con- 


zruence 
æd—1=0 (mod p) 


a d racines. Car on sait que le polynôme æd— 1 est diviseur 
algébrique du polynôme æP-1— 1. 


137. Racines communes à deux congruences. 


Les racines communes à deux congruences sont les racines du 
plus grand commun diviseur de leurs premiers membres. 


138. Conozrame. — Soët w(x) le plus grand commun divi- 
seur (mod p) d’un polynôme f(x) et du polynôme xP — x. 

1° La congruence &(x)=o (mod p) a autant de racines 
qu'il y a d’unités dans son degré; 2° ces racines sont toutes 
les racines de f(x) = 0 (mod p). 
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En effet, ; 

1° ©(x) étant un diviseur de æ?— x, et la congruence xP—x= 
(mod p) ayant autant de racines qu'il y a d’unités dans son 
degré, il en est de même de la congruence #(x) =0 (mod p) 
(n° 135); 

2° Tout nombre étant racine de x? — x = 0 (mod p}), toutes les 
racines de f(x) = 0 (mod p) sont racines communes à celte con- 
gruence et à la précédente, donc elles sont racines de o(x) = 0. 

Ce théorème permet donc de voir combien une congruence a de 


racines. 


139. Remarque. — Si la congruence f(x) = 0 (mod p) est de 
degré supérieur à p — 1, la première opération à faire dans Ja 
recherche du plus grand commun diviseur (mod p) de f(x) et 
de æP— x consiste dans la division de f(x) par x? — x. Pour 
trouver simplement le reste de cette division, il suffit de rempla- 
cer dans f(x) xP par x, de facon à rabaisser tous les exposants 
au-dessous de p. 

Exemple. — Soit la congruence 


DU — 3210 79 + 9x8 — 6x = p5 


+ Art 22%8—102%2+15%—6—=0 (mod 7). 


Je commence par réduire les exposants supérieurs à 6; pour 
cela je remplace l’exposant 11 par l’exposant 5, l’exposant 10 par 
exposant 4, etc., et j'obtiens la nouvelle congruence 


æt—32x3—2+gx—6=o (mod 7). 


Cette congruence n'ayant évidemment pas zéro pour racine, au lieu 
de chercher le plus grand commun diviseur (mod P) du premier 
membre avec æ'— x, il revient au même de le chercher avec æ5— 1, 
ce qui donne les opérations suivantes : 


x+ 3x +3 5x +i Tr +2 
SEA 32— 2g+or—6 | I+32x—027+3 | Grx?— 47 —0 


| 1 


+ gi—ori+ (Cr? (RTS ER 222—6x 
2432 CGr?+ ir 
Â — +22 v—6 5x — +3 
ICt+ x +AÂT—: 4x—5x +4 T —3 
D'TÉCEO LirDIT EE > : 
d 6x?— 4x —0 (0) 


32x3+3x—92x+3 
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Le plus grand commun diviseur est 6x? — 4x — ». 
On vérifie facilement que la congruence 


62—{r—9—=0 (mod 7) 


a deux racines æ = 1 et x 


Il 


S V. — Congruences binômes. Restes des puissances successives. 
Racines primitives. Indices. 


440: On appelle congruence binôme une congruence de la 


forme 
at = à (mod P )- 


Le cas particulier où & = o se traite immédiatement. Dans ce cas, 
la congruence a une solution et une seule : x = 0. 


141. Examinons maintenant le cas de a —1. La congruence 
devient alors 


(16) œi= 1 (mod p). 


On sait que toutes les racines de la congruence (16) sont racines 
de la congruence obtenue en égalant à zéro le plus grand commun 
diviseur (mod p) de æ®— 1 et de æP=!— 1, cette dernière ayant 
d’ailleurs autant de racines distinctes qu’il y a d'unités dans son 
degré (n° 138). 

Or si l’on cherche le plus grand commun diviseur par la méthode 
des divisions successives, on voit facilement qu'il est égal à xô —1, 
à étant le plus grand commun diviseur de » et p —1. (D'une façon 
plus générale, le plus grand commun diviseur (mod p) de æ°— 1 
et æ°— 1 est æ4— 1, d'étant le plus grand commun diviseur de r 
ets; il est identique au plus grand commun diviseur algébrique, 
el est indépendant de p.) 

Donc la congruence æ'— 1 = 0 (mod p) a à racines distinctes 


qui sont les racines de x — 1 —=0 (mod p). 


142. Nous sommes ainsi ramenés à n'étudier, parmi les con- 
gruences de la forme (16), que celles dont l'exposant est un divi- 
seur à de p — 1, et qui ont à racines distinctes. 

Parmi ces à racines, il y en a qui sont en même lemps racines 


de congruences de même forme, mais de degré inférieur. 
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Considérons en effet la congruence 


x —{=0 | (modp), 
5! étant un diviseur de à. Toute racine + de cette congruence est 


aussi racine de la congruence 


(17) X0—[=0; 


car on a, par hypothèse, | 
ad = 1 (mod p), 


\ nl 
0 


d’où, en élevant les deux membres à la puissance pr” 


aè=1 (modp). 


Réciproquement, toute racine de la congruence (17), qui est 
en méme temps racine d’une congruence de même forme, mais 


de degré inférieur 
T'— 1 


Il 


(e) 


est aussi racine d’une congruence de même forme mais dont 
l’exposant est un diviseur de à, plus petit que à. 


En effet, une telle racine est en même Lemps racine de la con- 
gruence obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur 
des polynômes ad 1 et x'— 1. Or nous avons vu que ce poly- 
nôme est xŸ— 1,0 étant le plus grand commun diviseur de r età, 
el par suite ©’ étant un diviseur de à plus petit que à. 


143. Racines primitives. — On peut donc diviser les racines 
de la congruence 4ô— 1 = o en deux catégories : 1° celles qui ne 
sont racines d'aucune congruence de même forme, mais de degré 
inférieur, el qu’on appelle racines primitives; 2° celles qui sont 
racines de congruences de même forme et de degré inférieur, et 
qu’on appelle racines non primitives. 


144. Nombre des racines primitives de la congruence 
x—1=0 (mod p). — Soit à — axbB.../X, la décomposition 
de à en facteurs premiers. Je ferai d’abord la remarque suivante : 


o 
à savoir que le plus grand commun diviseur des deux nombres ?, 
(«4 
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» par GR est * En effet, si l’on divise 2 nu 3 par _… on 


trouve ‘comme ire beta qui sont premiers eéntirereunx, 
Ce résultat se généralise. Le plus grand commun diviseur des 


DS N 
(o] 


NN 
0 9 

quatre nombres —; +; - ÿ Parexemple, est ; En effet, le plus 
aUbEC 


RE Ô Ô Ô . 
grand commun diviseur de : el 3 est 7» comme on vient de Île 
« 


ô 


: ; CRE Ô 
voir; ensuite, le plus grand commun diviseur de — et - = est 
ë ab Lea 


ni n 

Ô Ô 
SE e —— 
ab abc 


Uents € et ab qui sont premiers entre eux; et ainsi de suite. 


NI 
. a SR Ô 
parce que si l’on divise t- par » on trouve comme quo- 
C 


On déduit de ce qui précède que les racines communes aux 
ô ô 


O2 


congruences g—1=0, x —1— DR — 0, æl—1=0 sont 
PA 
les racines de la congruence æ%%— 1 = 0. 
Ceci posé, la congruence 45 — 1 = o (mod p) a en tout à racines. 
Celles de ces racines qui ne sont pas primitives sont racines 


de l’une des congruences 


Supposons écrites les à racines de la congruence xô— 1 =o 
dans une suite S, et de cette suite barrons successivement les 


. 
(e] 


racines de la congruence æ*—1—o, puis celles de la con- 


T1O 


gruence æ?’—1—0,...; il ne restera plus qu’à voir combien il 
reste de racines dans la suite. 


= 
9 


Or les racines de la congruence x*— 1 =0 sont au nombre 


Ô . . . . 
de —; si on les barre dans la suite S, il reste dans cette suite 
«a 
< è | I : 
Do 01 |) racines. 
(42 [42 


a 
e] 


Les racines de la congruence Dm O0 sontsde méme au 


o 


9 £ LA go, pl LA £- 
nombre de 6 Mais certaines d’entre elles ont déjà été barrées 


2 [© 


comme racines de la congruence 2"—1=0; il faut donc commen- 
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TO 


cer par barrer dans la suite des racines de la congruence æ—1=0. 
e 
celles qui sont racines de x*— 1 =0. 
Or ces racines communes aux deux congruences sont racines 
À 5 ; 
de rs \1—0. Jeur nombremestdone 5: €t après les avoir 


Ô 


barrées dans la suite des racines de la congruence x/— 1 = 0, il 


Ô ù Ô 1 x : dre 
ne restera plus que EE ou 5 1 — ” racines dans cette suite. 


: ; : So ge : : 
Ce sont celles qu'il faut barrer parmi les à ( ee .) racines qui 
\ 


restent dans la suite S. Le nombre des racines restant dans 
celle suite est alors 


ou 


Il faut maintenant barrer les racines de la congruence 


e] 
x—1=0 qui n'ont pas encore été barrées comme racines de 


Ô Ô 
l’une des congruences x*— 1 =0,x"—1= 0. 
En définitive, le raisonnement et le calcul se poursuivent abso- 
lument comme on l’a fait au n° 71, et l’on trouve 


(Ci) (ei) 


\ 


ou w(ù) racines primitives de la congruence 2 1——0{meo pi}. 


145. Autre démonstration de ce résultat. — Voici de ce 
résultat une autre démonstration, dont le principe est dû à 
Gauss. Nous la diviserons en plusieurs points : 

I. Soit + une racine de la congruence 


(18) TI = 0 (mod p). 


l'en résulte que a est congru à 1 (mod p). De plus, si & est racine 
primitive de la congruence, à sera le plus pelit exposant tel 
que &° soit congru à 1, et réciproquement. 

IL. Tout nombre à non congru à zéro (mod p) est racine 
d'une congruence de la forme (18), à étant un diviseur 
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de p—1. — En effet, d’après le théorème de Fermat, -« est 
racine de la congruence æ?-!— 1 —60; donc ou bien & est racine 
primilive de cette congruence-là, ou bien il est racine de con- 
gruences de même forme, mais de degrés inférieurs. Comme 
d’ailleurs, nécessairement, il y a un minimum à ce degré, x est 
certainement racine primitive d’une de ces congruences. 


IL. Si des nombres 4,f$,7y sont racines de la congruence 
xè—1— 0, leur produit a$yest racine de la méme congruence. 
Car si l’on a 


Donc af est aussi racine de la congruence. 
Cas PARTICULIER. — SE un nombre à est racine de la con- 
gruence aî—1= 0, toute puissance de cette racine l'est ausst. 


k 
. St la racine à de la congruence æd— 1 —=oest une racine 
= e, les puissances d’exposants 1,2, ...,0 de cette racine 
reproduisent toutes les racines de la congruence. 
En effet, les nombres 


(19) CENT EE CA 


sont tous racines de la congruence. Comme ils sont au nombre 
de à, si l’on démontre que deux d’entre eux sont IncOngrus (mod p) 
le théorème sera démontré. Or, si l’on avait 


(mod p), 


on en déduirait 
Re —— À) (mod p). 


Alors à ne serait pas le plus petit exposant tel que oÿ soit 
congru à 1 (mod p). 

V. Si l’on considère la suite indéfinie dans les deux sens 
des puissances de x, 4 étant une racine primitive de la con- 
gruence xÿ—1=0, celle suite forme une suite périodique, le 


nombre des termes de la période étant à, et deux termes de 
C. 6 
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même rang dans deux périodes différentes étant congrus 
(mod p)}. 

En particulier, les puissances qui sont congrues à 1 sont 


celles dont l’exposant est divisible par à 
Ceci résulte évidemment de ce qui précède. 


VI. Si la congruence x — 1 = 0 a une racine primitive, elle 
en a (à). — En effet, les nombres (19) représentant toutes les 
racines de la congruence, cherchons la condition pour qu’un de 
ces nombres 4 soit racine primitive. 

Il faut pour cela et il suffit que, dans la suite des puis- 
sances de 4”, la première qui soit congrue à 1 (mod p) soit d’ex- 
posant Ô. 

Il faut donc et il suffit que la plus petite valeur positive de Ë 


qui satisfasse à la condition 


(20) aré=t (mod p) 


SOI EE 0. 

Mais puisque & est racine primitive de la congruence x? —1=0, 
la condition (20) peut être remplacée par la suivante : à savoir 
que rë£ soit divisible par à 

Or, pour que la plus nt valeur de £ qui satisfasse à cette 
condition soit £ — à il faut et il suffit que 7 soit premier avec à. 

En résumé, il ÿ a dans la suite (19) autant de racines primi- 
lives-quil ya dans la suite des exposants M2 2" P De 
nombres premiers Ô. 


Or il y en a #(à). 


VIT. La congruence x5— 1 = o a &(à) racines primitives. — 
à fe 7 La LA 
Nous AQUE seulement LÉ que cette congruence a zéro 
ou @(ü) racines. Il reste à démontrer qu’elle en à effective- 
ment o(Ô). 

Or, soient 


les diviseurs de p — 1. 

B) 

Parmi les p— 1 nombres non congrus à zéro, el incongrus 
deux à deux (mod p), parmi les nombres 1, 2,-..,p—1 par 
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exemple, supposons qu'il y en ait 


7) qui soient racines primitives de la congruence æ ii = @. 
nÿ » æŸ —_1—=0, 
nœ » BE 10, 
F'p—1 » 4) ET — V0) 


D'après ce qu’on a dit plus haut, les p — 1 nombres considérés 
sont tous compris dans cette énumération. Donc 


+ Nÿ+ Aÿ +... + pi = p —1. 


D'autre part 


T0 ou on. =} 
DS = ou Roc (0) 
nÿ 0 ou nn —= (0), 


Or 


p(i)+ o(ô)+...+p(p—1)=p—1, 
et, comme on l’a dit plus haut 
) | ; 
Ti TL + no +. + Np—1 = P —1. 


Donc, si un seul des nombres n,, n3, ..., Rp_, était nul, leur 
somme ne pourrait être égale à p — 1. 
Donc 


ni = (1), n3= p(Ô), nÿ = p(Ô'), A Rp = g(p —1). 


C’est ce qu’il fallait démontrer. 


146. Racines primitives du nombre premier p. — En parti- 
culier, il existe ©( p — 1) racines primitives de la congruence 


æP-1—1=0 (mod p). 
Ces racines primitives sont dites racines primitives du nombre 


premier p. 


147. Taéorkme. — SE à est une racine de la congruence 
xi—1=0 et a! une racine de la congruence xŸ —1=0, «1 
est racine de la congruence LT 1 —=0, 
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Le] 
En effet, des congruences 


ao0—= I, AE y, 


on déduit facilement 
(aa! 0 = 1 


1AS. Tuéonkmr. — Si a est racine primitive de la con- 
gruence x—:1=0 et a! racine primitive de la con- 
gruence aÿ—1=0o et que à et © soient premiers entre 
eux, aa! est racine primilive de la congruence ad —1—= 0. 


En effet, supposons que 24/ soit racine de la congruence 


æh—1=0 (mod p). 


On a donc 
(au')}= 1, 


ou en élevant les deux membres à la puissance à 


an "oh — 


Mais ah est congru à 1. Donc la condition précédente peut 

s’écrire 
d'èh= 1. 

Or puisque 4 est racine primitive de la congruence x? — 1 = 0, 
ceci exige que 0 soit un mulüple de Ê/, et, puisque à et 3’ sont 
premiers entre eux, ceci exige enfin que À soit un multiple de à. 

On verrait de même que À est un multiple de ©. 

le étant un multiple commun de à et à’ qui sont premiers entre 
eux, À est multiple de 6ÿ’. Donc la plus petite valeur possible 
de h est égale à 00’. 

Donc ax! est racine primitive de la congruence 


DO 1 — 0, 


149. Restes des puissances successives d’un nombre par rap- 
pGrt à un module premier. — Les résultats précédents peuvent 
s’énoncer autrement. 

Soit « un nombre quelconque non divisible par un module 
premier p. Considérons la suite indéfinie des puissances de & 


œ a? CN aù, aù+1 Je 
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et divisons-les par p, elles donnent des restes dont aucun n’est 
nul et qui sont par conséquent certains des nombres 1,2,.. 
p —1. Soient 


Rhr: 


Ter Se POIL TN oNe C0 


ces restes. 

Nous avons vu qu'il existe toujours une congruence xÿ— 1 = 0 
dont « est racine primitive. s 

Les nombres &, 4?,...,aû sont alors incongrus deux à deux, le 
dernier de ces nombres étant congru à 1. De plus on à vu que ces 
puissances forment une suite périodique de à termes, deux termes 

dont les rangs diffèrent d’un multiple de à étant congrus (mod p). 

Donc, les restes ri, r2,...,rs sont inégaux, le dernier étant 
égal à 1. La suite indéfinie des restes est une suite périodique 
de à termes, deux termes dont les rangs diffèrent d’un mul- 
tiple de à étant égaux. 

Ce nombre à, qui est un diviseur de p — 1, est dit l’exposant 
auquel appartient à par rapport au module premier p. 

Il'existe o(è) nombres incongrus deux à deux (mod p) et 
appartenant à l’exposant à. 

En paruculier, les racines primitives du nombre p sont les 
nombres qui appartiennent à l’exposant p — 1. Il y en a w6(p — 1) 
incongrues deux à deux. On peut les choisir parmi les nombres 
FRCNRERTS ol 

Le théorème du n° 148-peut s’énoncer ainsi : St deux nombres 
2, a! appartiennent à deux exposants ÿ, Ÿ', premiers entre eux, 
le nombre a4! appartient à l’exposant où. 


150. Zndices. — De la théorie précédente de la congruence 
æ!— 1 = 0, nous allons déduire une nouvelle notion, celle d’in- 
dices, qui nous servira ensuite dans la considération de l’équation 
binôme la plus générale æ!— a = 0. 

Soit g une racine primilive de p. Les nombres 


(21) le SA re, mn gP—?2 
sont congrus (mod p), à l’ordre près, aux nombres 
PR D lle 


Par suite, soit « un nombre quelconque, non divisible par p. 
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Il existe un des nombres de la suite (21), et un seul, qui est congru 
à a (mod p). Soit g* ce nombre, & est dit l'indice de a dans le 
système d'indices de base g et de module p. 

On remarquera l’analogie de cette définition, avec celle des 
logarithmes. ; 

On désignera l'indice de a dans le système de base g par la 


notation inde @. 


131. Tuéorme. — Soit à l'indice d’un nombre a; soit à le 
plus grand commun diviseur de # et de p—1; je dis que a 
DE 

Ô 


appartient à l’exposant 
En effet, on a 


Donc 
ar= gr% (mod p), 
quel que soit r. 
Donc pour que &7 soit congru à 1, il faut et il suffit que r'« soit 
divisible par p — 71, c’est-à-dire que l’on ait 


ra= O0 [mod(p —1)] 


ou 
OA — 
r? = 0 {mod?2= - 
() \ 9 
L EN, . P'EA . 
Or, ç< étant premier avec ——» la première valeur de 7 pour 
ù ù 


Car e >! . à 
laquelle cette condition a lieu est r À? 5 ce qui démontre le 


théorème. 

En particulier, tes racines primitives sont les nombres dont 
l’indice est premier avec p — 1. Ainsi : Connaissant une racine 
primuive, on les a toutes en élevant la première à des puis- 
sances dont les exposants sont premiers avec p — 1. (C'est le 
théorème VI du n° 145.) 


152. Voici maintenant des propriétés des indices qui montrent 
leurs analogies avec les logarithmes : 


Tuéoniue. — L'indice d'un produit de facteurs est congru 
[mod (p—:1)], à la somme des indices des facteurs. 
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! 


En effet, soient a, a', a” des facteurs; &, !, &’ leurs indices. 


Soit À l'indice du produit. On a 


a = £g? (mod p je 
a'= gx (modp), 
nes a (mod p). 
Donc 
AG Eee PNA (Mod D). 
Mais, d’autre part, 
aa'a"= gÀ (mod p). 
Donc 
gAtU+A'—= où (mod p), 
ce qui entraine 
dal) [mod (p —1)], 


ce qui démontre le théorème. 


153. Cororzaines. — L'indice de la puissance mie d'un 
nombre est congru [mod (p—1)] à m fois l'indice de ce 
nombre. 


154. L'indice du quotient (mod p) de deux nombres est 
congru [mod(p—1)]à l’indice du dividende diminué de l’in- 
dice du diviseur. 


155. Changement de base. — Soient + l'indice d’un nombre à 


dans le système de base g, a! l'indice du même nombre dans le 


système de base g'. On a donc 
(22) g*= g'# (mod p). 
Soit - l’indice de g' dans le système de base g. On a 
g'= gŸ (mod p). 
Donc l’égalité (22) peut s’écrire 
L4= gY% (mod p ), 


d’où 
ya = à [mod(p—1)]. 


Telle est la relation par laquelle on calculera l'indice 4/, connais- 
sant l'indice &. 
En particulier, si a = g on a 41, et d’autre part & est l'indice 
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de g dans le système de base g’. On à donc la relation 


ind gg X ind ge =) [mod ( p —1)]. 


136. Application à la congruence binôme générale.— Nous 
allons maintenant étudier la congruence binôme générale 


(23) at= à (mod p). 


Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que cette 
congruence ait des solutions, et combien elle en a. 

Si a—=0, comme nous l’avons déjà dit, la congruence à une 
solution et une seule, x = 0. 

Soit maintenant a < 0. 

Dans ce cas, la considération des indices va nous permettre de 
ramener l'étude de la congruence binôme à celle d’une congruence 
du premier degré. Prenons en effet les indices (dans une base 
quelconque) des deux membres de la congruence (23); il vient 


(24) nindzx=ind a [mod (p —1)|]. 


Soit à le plus grand commun diviseur de n et de p — 1. Si à di- 
vise ind &, la congruence (24), dans laquelle on considère ind x 
comme l’inconnue, a à solutions, et il en est de même de la con- 
gruence proposée. Si à ne divise pas ind &, la congruence (24) est 
impossible et il en est de même de la proposée. 

La condition qu’on vient de trouver, à savoir que à divise inda, 
peut s’énoncer autrement. En effet, divisons ind a par à, soient Æ 
le quotient et r le reste, 

inda—#0 +r 07-40. 

Donc 

a= g*ètr,  (modwp), 


en appelant g la base du système d'indices. 
On en tire 


at =g =g Ô (mod »). 


© sue . , à 4 s 4 
S1 est un diviseur de ind a, r est égal à zéro. Par suite l’éga- 
lité précédente donne 


Pi 


NS 


HAE" (mod p). 
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Si au contraire à ne divise pas ind @, 7 n’est pas nul, et commer 
est plus pelit que à, on à 


r(p —1) 
ee 
3 < p É 
Donc 
Po ip 1) 
NON — rOCUL ET (mod »). 


Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la con- 


gruence 
æh= a (mod p) 


soit possible, est que l’on att 


(25) &æ Ô =1I (mod p), 


en désignant par à Le plus grand commun diviseur de n et 


de p—1. 
Quand la congruence est possible elle a d’ailleurs à solu- 
° (ions. . 
157. Définition. — Un nombre a tel que la congruence 


æt= à (mod p) 


soit possible s'appelle un reste de puissance niè"€ par rapport au 
module p. Ces nombres sont les solutions de la congruence 


01 (mod p) 


(non compté le reste 0. D'ailleurs, ce reste joue un rôle particu- 
lier et il sera souvent sous-entendu qu’on ne s'occupe pas de lui). 
ii 

Il ven a done 2. 


[0] 


On a vu plus haut que, lorsque la congruence x= a (mod hp) 
est possible, l'indice de & est un multiple de 5. On peut donc 


encore dire : 


Soit g une racine primitive de p, les restes des puissances 


0 
= - . —Ô 2 
nièmes sont les nombres gè, 9°è, ..., g 5 (non compté le 


reste 0). 
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188. Cas particulier. — Si n—2 les nombres tels que la 


congruence 
L= 4 (mod p) 


soit possible s'appellent. restes quadratiques relativement au 
module p. 


ir, donc à est égal à 2. Donc il y a 2 
Sip 2, p—1est pair, donc 0 est égal à 2. Doncily a —— 
restes quadratiques; ce sont les nombres a tels que 


pi 
2 


æ ?1 =} (mod p) 
et a étant l’un de ces restes, la congruence 


a? = «à (mod p) 
a deux racines incongrues. 


Ces restes quadratiques peuvent d’ailleurs être représentés par 


2 —1 
DE 


19 
19 


ok œ 
TH) ….... 5 


Ya 


159. Calcul des racines primitives et des indices. — La con- 
sidération des indices qui nous a servi à trouver la condition 
pour qu'une congruence binôme soit possible sert aussi à résoudre 
effectivement cette congruence. 

Il faut, pour cela, posséder une Table des indices des nombres 
1, 2, ..., P—1 par rapport au nombre premier p et à une 
cerlaine racine primitive de ce module. 

La première chose à faire est donc de calculer une racine pri- 
mitive du nombre p. D'ailleurs quand on en a une on les a toutes, 
d’après la conséquence du théorème du n° 151. 


160. Zecherche d’une racine primitive du nombre p. — La 
méthode consiste à chercher des nombres successifs, appartenant 
à des exposants de plus en plus grands, jusqu’à ce qu’on arrive à 
un nombre d’exposant p — 1. 


On essaye un nombre & plus grand que 1 et plus petit que p. 
Pour cela on forme la suite des puissances de «, en réduisant cha- 
cune, pour plus de simplicité, au reste de sa division par p ou à 
son reste minimum; et l’on voit quel est le premier reste égal à 1. 
Soit à le rang de ce reste, à est l’exposant auquel appartient 4. 
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S10—p—1,æ«est racine primitive et le problème est résolu. 

Si à n’est pas égal à p — 1, a n'est pas racine primitive. Aucun 
des restes obtenus ne l’est non plus, car ces restes élant congrus 
aux puissances de x constituent avec & toutes les racines de la con- 
gruence æè — 1 = 0. Ils sont donc d’un exposant au plus égal à à. 

Choisissons donc un nombre $ qui ne soit égal à aucun des 
restes précédents, et essayons-le de la même manière que «. Si $ 
est racine primitive, le problème est résolu. Sinon, supposons 
qu'il appartienne à l’exposant d'. Le nombre à’ n’est certainement 
pas un diviseur de à, car alors $ serait racine de la congruence 
x — 1 = 0, et par suite serait l’un des restes fournis par les puis- 
sances de x, ce qui n’esL pas. 

Mais 9’ peut être un multiple de à. S'il en est ainsi, nous avons 
trouvé un nombre appartenant à un exposant supérieur au précé- 
dent. 

Supposons enfin que d’ ne soit pas un multiple de à. Soit m le 
plus petit commun multiple de à’ et à; ce nombre m n’est pas 
égal à à, puisque à’ n’est pas un diviseur de à : il est donc plus 
grand que à. Nous allons trouver un nombre d’exposant égal à m2. 
A cet effet, décomposons 77 en deux facteurs qui soient respecti- 
vement des diviseurs de à et Ÿ’ et qui soient premiers entre eux. 
Soit 


O2 


Pt —= 


X 


E® | O2 
ce] 
v 


A ; 
et — étant premiers entre eux. 
E 


a | 


Pour réaliser une telle décomposition de m, on décompo- 
sera à et ©’ en facteurs premiers, puis on supprimera dans à les 
facteurs premiers communs à à et d’ qui se trouvent dans à avec 
un plus petit exposant que dans ÿ'; et dans 2 les facteurs premiers 
communs à 6 et à qui se trouvent dans d' avec un plus petit expo- 
sant que dans à. Si un facteur premier se trouve dans à et d' avec 
le même exposant, on le supprime dans celui de ces deux nombres 
que l’on veut. 

Ceci posé, considérons les nombres af et 8° (ou les restes de leurs 


@ | O2 


divisions par p). Ils appartiennent respectivement aux exposants 


! ’ 


et -; premiers entre eux. 


O2 
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Donc leur produit aff’ (ou le reste de sa division par p) appar- - 
tient à un exposant égal à leur produit, c’est-à-dire égal à 7. 
Le problème peut donc être considéré comme résolu. 


161. £xemple. — Trouver une racine primitive du nombre 157. 
Nous essayons 2, nous trouvons la période suivante : 


2 4 8 16 52807 128 99 41 82 PO 28 
OT RTE AM ED NN in is y Gr Ho 


Le calcul est ici simplifié par le fait que le vingt-sixième reste 
est 156 qui est congru à —1 (mod 17). Le reste suivant sera 
donc congru à —2, le suivant à —/, etc.; on retrouvera les restes 
précédents changés de signe, jusqu’au 52° qui sera congru à f. 

Ainsi 2 appartient à l’exposant 52. | 

Le nombre 3 n’est pas contenu dans les restes précédents. 
Essayons-le. Nous trouvons la période 


3 o 97 COMTOET CT OS 1) Je He 
121 AO) TN 95 67 44 132 SD O0 ETC 16 48 144 
113 40 120 OMIS OS TOO NES TT I O2 2100 
—3 —9 ete 

Le calcul se simplifie pour la même raison que le précédent; 
3 appartient à l’exposant 98. 

Or on a 

= ÈS 


FOR OS CUSE 


Le plus petit multiple commun de 52 et 78 est156— 2? X3 13, 
qu’on peut décomposer de la façon suivante en deux facteurs pre- 
miers entre eux et respectivement diviseurs de 52 et 78 : 

2 TOME AE CU OS TS 


= = LS 
ES 13 a 2 ie 


Les nombres 21° et 3? appartiennent donc respectivement aux 
52 8 : è 4 
exposants = et D, et leur produit 213 x 3? appartient à l’expo- 


sant 196, c’est-à-dire que c'est une racine primitive. 
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99 


D’ ill ] = L 2 4 
ailleurs les calculs précédents ont montré que 2!5— 28 


mod 153). 


On obtient donc la racine primitive 


281 9 — 212 


55 


(mod 157). 


Maintenant que nous avons la racine primitive 55, si nous 


l’élevons successivement aux puissances 1,2,...,156 et que 
nous remplacions les restes obtenus par leurs restes (mod 157) 
nous obtenons les résultats suivants : 


Exposants 
ou 
indices. 


I 


D CE Œ à 


110 


 ® 
ES NI 2 


_— 
EN] 
ot 


Exposants 
ou 
indices. 


© O2 © O2 
Qt + OC 


© © 
DU 


Exposants 
ou 
indices. 


53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 


OU EE © D = © 


(er) 


STE MST TEST ENST 


IN 
@ NI 


/ 


Exposants 
ou 
indices, 


79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 


96 
97 
98 
99 
100 
IOI 
102 
103 
10 { 


47 
73 
90 
83 


12 


Exposants 
ou 
indices 


10 
106 
107 
108 
109 
110 
III 
102 
113 
114 
115 
116 
7 
113 
119 
[20 
121 
122 
193 
124 
120 
126 
127 
128 
129 


130 


15 


Exposants 
ou 
indices. 

131 87 
10 75 
133 43 
134 10 
135 | 79 
136 |106 
1977 21 
138 56 
139 | 97 
140 |154 
141 |149 
142 ST 
MS La 
144 | 46 
145 18 
146 45 
17) 128 
148 132 
149 38 
150 49 
151 26 
102) 17 
193 150 
154 86 
155 20 
156 J 


Les nombres de gauche sont les indices des nombres de droite. 


162. D'autres simplifications que celles qu’on vient de voir se 


présentent quelquefois dans le calcul. 
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En voici par exemple une, reposant sur le théorème suivant : 


Taéonkme. — Si le nombre premier p est de la forme Ah —1, 
Le 9 DJ A ) 
et que le nombre a appartienne, relativement à p, à l’expo- 


D) — I , & ste 
sant À » Le nombre (— a) est racine primitive. 
2) 


En effet, soit s l’exposant auquel appartient le nombre — a. 
On a 
(—aÿ =i (mod p), 
d’où 
as= (— 1), 
el par suite 
a?s 


Il 


PR 


‘ 


Or & appartient à l’exposant 


lb ps 


‘ 


Donc 25 est un multiple de 


a 


è | ‘ :; = 5 
Mais Z = 2h — 1 est impair. Donc s est aussi un multiple 


1 


de 


Ven 


Donc l’exposant s est égal à 
P este 
3) 


OU D 1 


© Ar: R k I Te 2 
Mais s n’est pas-égal à » Car si l’on avait 


Du 
Ca)" (mod p), 
on en déduirait 
DEN pu 
a =) ==, 


PE 


g) 


de sorte que & n’appartiendrait pas à l’exposant 


Doncs —p—71, ce qu’il fallait démontrer, 


Exemple. — Soit à chercher une racine primitive du 
nombre 191. Essayons 2, nous obtenons la suite des restes : 


2 4 84 16 2206104128 NV 657150 C0 T0 00 70 
14924107, 23 «46 02 8400 63 ES 70 0 2 
DONC OOMTS 0 NT 00 TT CO TO RS OR COR 

DOM TO OS 2) Be He 54 
86 172041031155 So er78 MG NT Oro ST Po Re 
DO, Le Gr 66 He it do A DD NS Te) gr A 
1000 TOO CON CT Ne 3 6 EN 17) 
48 96 I 


INDICES. 0 


2 appartient à l’exposant 95, c'est-à-dire à l’exposant 22", 
4 2 
Or 191 est de la forme 4} — 1. Donc (— >) ou 189 est racine 


primitive Qu 


163. Résolution effective d’une congruence binôme. — La 
considération des indices, qui nous a servi à trouver la condition 
pour qu'une congruence binôme 


at = a (mod p) 


soit possible, sert aussi à résoudre effectivement cette congruence. 
Il faut pour, cela, posséder une Table des indices des nombres 


1,2,...,p—1 par rapport au module p et à une certaine racine 
primitive de ce module. 


On trouvera à la fin du Volume une telle Table pour tous les 
modules inférieurs à 200. 


Exempze. — Soit à résoudre la congruence 


xl?= 49 (mod 181). 
Cette congruence donne 


12 Ind x = 36 (mod 180), 
congruence du premier degré qui peut s’écrire 
Indx = 3 (mod 15). 
On en déduit pour Ind x les valeurs suivantes (au mod 180 près): 
TO RSS RC RC TC OO ST OC TD RS DT 0 0 RO © 

qui donnent pour x les valeurs 
GS MD ot MN On Ar SN mu 70 CO TE 

164. Plus généralement on résout immédiatement par la con- 
sidération des indices la congruence 


ax= b. (mod p). 


D'ailleurs cette congruence devient immédiatement une con- 
gruence binôme en divisant (mod p) les deux membres par @. 


(!) Voir la Note D. 
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D'une façon générale, on peut toujours, dans une çongruence 
quelconque, supposer que le premier coefficient estréduit à 1. 

Il suffit de diviser (mod p) Loute la congruence par ce coefli- 
cient. 

Pour n7 —1, la congruence précédente devient la congruence 
du premier degré. 

Exemple. — Soit la congruence 


29% —=97 (mod 199). 


Elle donne, successivement : 


Ind29 + Indx = Ind37 (mod 198), 
Indx = Ind3; — Ind29 (mod 198), 
Indæ = 121—158 = 161 (mod 198), 


L= 15 (mod 199). 


$ VI. — Des congruences à modules non premiers. 


165. Les résultats précédents ne s'appliquent qu’en partie aux 
modules non premiers. 

En particulier, nous avons déjà vu (n° 108) qu’une congruence 
du premier degré à module non premier peut avoir plus d’une 
solution, ou être impossible, sans que le coefficient de x soit 
congru à zéro. Autrement dit, on ne peut définir d’une façon 
générale le quotient (mod x) d’un nombre À par un nombre B. 
On ne peut pas faire une théorie de la division algébrique (mod n) 
comparable à celle de la division algébrique ordinaire, et par suite, 
l’analogie avec les équations et avec les congruences à module 
premier se trouve rompue dès le début. 


166. La résolution d’une congruence à module non pre- 
mier se ramène à la résolution de congruences à modules pre- 
miers. 


En effet, soit la congruence 
(26) f(æ)=0 (mod n). 


Supposons 7 décomposé en un produit de nombres premiers 


entre eux deux à deux 
7 — 70 T0 


DES :CONGRUENCES A MODULES NON PREMIERS. 97 


Toute solution de la congruence (26) est en même temps solu- 
tion des congruences 


(27) f(æ) =0 (mod n'), 
(28) J(æ) = 0 (mod n°’), 
(29) f(æ)=0 (mod n"), 


el. réciproquement, un nombre solution commune aux trois con- 
gruences (27), (28), (29) est évidemment solution de la con- 
gruence (26). 


Soient 
a une solution de la congruence (25), : 
8 (28), 
À » (29). 
De 
, on déduit une infinité de solutions de la congruence(27)qui sont congrues à &(mod n'), 
8 D (28) » £(mod »”), 
Ÿ à (29) » (mod »”). 


Donc, de , 5, y, on déduit une solution de la congruence (26) 
en cherchant un nombre qui soit congru à 4(mod n!), congru 
à B(mod}»"), congru à y(mod #”). Les modules n, n!, n” étant 
premiers entre eux deux à deux, on est ramené au problème du 


n° 116. Ce problème est toujours possible, et la solution est de la 


forme 
| an'n'E + Bn'n'E"-ynn'E"+ n'n'n"t 
(30) Ti Te TR 
Hd — Sn É rree —+ nt 
| n° 7e Hi É 
Z!,£", €" étant des nombres déterminés satisfaisant aux condi- 
ons 
RNA (mod n'), 
n'nE—=r (mod »"), 
RU EN=T (mod »"), 


et € étant un nombre entier quelconque. 
On voit donc qu'il n’y a qu’une de ces solutions (mod »). 
Ainsi de tout système de solutions des trois congruences (27), 

(28), (29) on déduit ne solution de la congruence (26). 
D'ailleurs de deux systèmes différents de solutions des trois 

congruences (27), (28), (29) on déduit deux solutions différentes 

de la congruence (26). 

(Qs 


I 
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En effet, soient 4, 81,7, un autre système de solutions des 


congruences (27),(28), (29). 
On en déduira la solution 


(31) an"n"E + Bsn"n'E"+yin'n'E"+ n'n'n"u, 


et pour que les solutions (30) et (31) fussent congrues (mod n) il 
faudrait que l’on eût 

(a—a)n"n"E+(B —Bijn"n'E"+(y—yi)n'n'E"=o (mod), 
d’où 

(a—œ)n"n"E+(B —$Bi)n"n'E" +(y—y;)n'n"E" = 0 (mod 7’), 


ou 


(a— x)n"n"E'= 0 (mod n'). 
Mais on à 
TL OEN (mod n') 
Donc on aurait 
a = (mod n'), 


de sorte que «& et a, ne seraient qu'une même solution de la con- 
gruence (27). De même, $ et $, ne seraient qu’une même solu- 
tion de la congruence (28); y et y, ne seraient qu’une même so- 


lution de la congruence (29). 
Conclusion: — Si l’on a trouvé 


P solutions incongrues de la congruence (23), 
q » (28), 
ti » (29), 


on en déduit pgr solutions incongrues de la congruence pro- 


posée (26). 


= 3 . . A 
167. En particulier, on peut décomposer x en facteurs pre- 


\ 


miers 
n = atb8...l, 


a%, b8, ..., étant premiers entre eux deux à deux; on voit que 
la solution de toute congruence se ramène à celle de congruences 


de la forme 
(32) f(æ)=o (mod pt) 


(p étant un nombre premier). 
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168. Maintenant nous allons montrer comment la solution de 
la congruence (32) se ramène à celle de la congruence 


(33) f(æ)=0 (mod pr-1), 


ce qui, de proche en proche, ramène la congruence proposée à 
une congruence de module premier. 
En effet toute solution de la congruence (32) est solution de la 
congruence (33). Soit x, une solution de la congruence (33). 
On en déduit une infinité de solutions de cette congruence (33), 
de la forme 
Poe Drm. 


Posons donc, dans la congruence (32) 
1 = a JDD 


y étant une nouvelle inconnue. 
Il vient 
Hp r)= 0 RO DE) 
ou 


’ 72 x ) 

(34) (ao) + p-y fo) + per pe LC) +...=0 (mod pT). 
Tous les termes de cette congruence sont divisibles par pT-"; 

soit a, le quotient de f(x) par p*t, on peut écrire la con- 


gruence (34) 


PACA 


a+ ÿ f (ro) + pr 1 D EE (mod p), 


ou plus simplement 
(35) a+ y f'(t)= 0 (mod p). 


Si f/(to) É o (mod p) il y a une valeur de y et une seule 
(mod p) satisfaisant à cette congruence. On en déduit pour +, par 
la formule x — +5 + pT'y, une seule valeur (mod pT). 

Si f'(to)= 0 et que 4 0, il n’y a pas de solution. 

Si f'(xo) = 0 et que 4 = 0, la congruence (35) est indétermi- 
née, elle a p solutions (mod p), d’où lon déduit p solutions 
pour æ (mod pf). 


’ 


Appliquons les résultats précédents à la 


169. Application. 
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congTruence 


(36) æ—a—=0 (mod n»), 
«a étant supposé premier avec le module n. 


1. D'abord, si n est un nombre premier impair, on sait 
(n° 458) que la congruence est possible et a deux solutions si & 
reste quadratique de n ; elle est impossible dans le cas contraire. 


I. Sin —pT, p étant impair, soit x4 une solution de la con- 
gruence 


(37) a a = 0 (mod pr-1), 


Posons dans la congruence (36) 


D — Zoe Prey, 


ue est déterminé par la congruence 


(38) ET +20 = 0 (mod p). 


Or, x, satisfaisant à la congruence (37), et à étant premier 
avec p,ce nombre x, n’est pas congru à zéro (mod p). Doncilen 
est de même de 2x,. Donc la congruence (38) a une racine et une 
seule. Donc la congruence (37) a autant de racines que la con- 
gruence (38), donc de proche en proche on voit qu’elle en a autant 


que la congruence 
æ—a—=0 (mod p), 


c'est-à-dire deux. 


I. Soit n — 2. — Alors la congruence à une solution æ —1 


(par hypothèse & est impair De 


IV. Soit n — 7%. — Alors a estimpair. La congruence ne peut 
avoir pour solution qu’un nombre impair. Mais le carré d’un 


nombre impair 
(2h +1) = 4 AR +1) +1 


est congru à 1 (mod 4). 
La congruence n’est donc possible que si «& est congru à 1 
(mod 4) et elle a deux solutions +1 et —1. 
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V. Soit n —8. — Le carré du nombre impair 2 4 + 1,à savoir 
4h(R +1) +1,est non seulement, comme nous venons de le dire, 
congru à 1(mod 4), mais même congru à 1(mod8). 

Donc, pour que la congruence soit possible, il faut que & soit 
congru à 1(mod 8), et elle a pour solution n'importe quel nombre 
impair. Elle a donc quatre solutions incongrues (mod 8), à savoir 
esp 

Remarquons que si l’on substitue ces solutions dans +? — 4, on 
obtient deux résultats : 


I— &, 9 — à. 

Re : k nc 1— a à 

divisibles par 8. Les quotients par 8 sont égaux à 2 Ce A 
ils diffèrent de 1. Donc l’un est pair, l’autre impair. 

VI Soit n— 27. — Je dis que, d’une façon générale, pour 


723, la congruence 
x?— a =0 (mod 27) 


a quatre solutions = xs, € æ,, à condition que 


AI (mod 8). 


Lé 


De plus, de ces deux nombres : 


lun, et un seulement, est pair. 

En effet, le théorème étant démontré pour x = 3, il nous suffit 
de montrer que, s’il est vrai pour une certaine valeur de #, il est 
vrai pour la valeur 7 + 1. Or, soient xs, Ex, les quatre solu- 
uons de 


(39) DD — 0 (mod 2T), 
el supposons 
impair, 


Ti — à À 
—— pair. 
27 


Suivons la méthode générale et pour résoudre la congruence 


(40) DE 0) (mod 210) 
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posons successivement 
Die) 


el 
ES nr DEP 


La première substitution donne pour y la congruence 


2 
2— a 
2 — E2%ÿ =0 (mod 2), 
2 


2 


. . . . Tj — [42 . GAS 
mais cette congruence est impossible, puisque He est impal! ° 


Au contraire, la seconde substitution donne 


er) 
2—a 
A Eamy =0 (mod), 


1% 


5 ; Er 3... Ti — «à . 
congruence indéterminée, puisque ro est par. On peut donc 


prendre y — 0 où y —1, ce qui donne, pour la congruence (40), 


quatre solutions : 
SpA, Pr OR 


ou, ce qui revient au même, au module 27*! près, 


: : : : 75 
Maintenant, substituons ces valeurs dans l'expression DE 


il vient 


valeurs entières dont la différence est impaire (puisque 7 > 2 et 
que x, est impair); donc, si l’une est paire, l’autre est impaire. 
Donc tout ce qu’on a supposé pour la congruence (39) est aussi 
vrai pour la congruence (40), et le théorème est démontré. 


VII. Enfin, supposons que n soit quelconque, à suffit de dé- 
composer » en facteurs premiers 


D= SAC 


et d'appliquer la méthode du n° 166. 
En particulier, lorsque » est impair et premier avec @ la con- 


gruence, si elle est possible, a 24 solutions, æ étant le nombre 
des facteurs premiers différents de 7, 
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170. Cas particulier. — Quel est le nombre de solutions de 
la congruence 


æ?—1=0 (mod n). 

Remarquons que le nombre 1 est reste quadratique de tout 
nombre premier impair, et qu'il est congru à 1 (mod 2), (mod 4) 
et (mod 8). On a donc les résultats suivants : 


Si nest impair, soit p le nombre de ses facteurs premiers dis- 
üuncts, /a congruence « 24 solutions ; 

Sin est pair, soit encore u le nombre de ses facteurs premiers 
impairs (4 pouvant être —0): 

Sinest simplement pair, la congruence a 24 solutions; 

Si nest divisible par 4 et non par 8, la congruence a 2V*! 
solutions ; 

Si nest divisible par 8 ou une puissance supérieure de », la 
congruence a 26? solutions. 


171. Comme application des résultats précédents, donnons une 
généralisation du théorème de Wilson : 


GÉNÉRALISATION DU THÉOREME DE Wizson. — Le produit 
Li >... 29çn) des nombres positifs, plus petits que n et premiers 
avec lui, est congru à +1 ou à —i(modn). Ce produit est 
congru à —1,stn est une puissance d’un nombre premier im- 
pair, ou le double d’une telle puissance, ou sin est égal à 4. 
Ce produit est congru à +1 dans tous les autres cas. 


En effet, soit #4 l’un des nombres positifs, plus petits que x et 
premiers avec lui. Le nombre 4% étant premier avec », possède un 
inverse (mod ») (n° 105), c’est-à-dire qu'il existe un nombre &y, 


tel que 
CAN = (mod) 


et ce nombre 2 est évidemment lui-même premier avec », et peut 
d’ailleurs être supposé positif et plus petit que n. 

Si ay et 4 sont différents, nous dirons que #4 et ay sont associés 
du premier genre. 

Mais il peut arriver que @x et @' soient égaux. Pour cela, il faut 


et il suffit que . 
a? =1 (mod), 
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c’est-à-dire que #4 soil racine de la congruence 


de 
(41) a?=1 (mod nr). 


Maintenant, remarquons que si un nombre 4x est racine de cette 
congruence, le nombre » — 4; (lequel est premier avec n, positif 
et plus petit que ») l'est aussi. 

Les deux nombres 4x et n —9; ne sont d’ailleurs pas égaux, car 


pour que cela arrive il faudrait que 


ce qui n’est pas, puisque 4 est premier avec n. 
Enfin ces deux nombres &4 et nr — «x ont un produit congru à 


— 1; Car 
ax(n— ag) =—aÎ=—1 (mod x). 


Appelons ces deux nombres associés du second genre. 

Ainsi les nombres # se répartissent en couples : les couples d’as- 
sociés du premier genre dont le produitest congru à r, et les couples 
d’associés du second genre dont le produit est congru à —1. 

Le produit de tous les nombres 4 est donc congru à (—1}6, x 
désignant le nombre de couples d’associés du second genre, c’est- 
à-dire‘la moitié du nombre des racines de la congruence (41). 

Pour terminer la question, il ne reste donc qu’à déterminer ce 
nombre de racines'ou, plus simplement, à voir si la moitié u de ce 
nombre est paire ou impaire. 

Or, si l’on se reporte aux résultats du n° 470, on voit que ce 
nombre n’est impair que si » est une puissance d’un nombre 
premier impair, ou le double d’une telle puissance, ou si n — 4. 
Donc, dans ces cas seulement, le produit en question est congru 
à —1(mod An). Dans les autres cas, il est congru à +1. 

Remarquons que, si À est un nombre premier, ceci donne une 
démonstration du théorème de Wilson, différente de celle donnée 


au n° 133. 


"TC S , D HG x , 
172. Pestes, par rapport à un module non premier n, des 


puissances successives d’un nombre à, premier avec le mo- 
dule. 
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Soit &« un nombre, premier avec un module #. On divise par n 
les puissances successives 


(42) CHENE NT TEE EE 


, 


et l’on obtient des restes 
(43) Ti, Po, <, Ps Ts 
Nous nous proposons de démontrer que : 


1° Les puissances successives de « forment une suite pério- 
dique; deux puissances de méme rang dans deux périodes 
étant congrues (mod nr); par suite,les restes forment aussi une 
suite périodique; deux restes de même rang dans deux périodes 
étant égaux ; 

>" Soit k le nombre de termes de la période, on a 


ax—=1 (modh) et aie 
3° kÆ est un diviseur de ow(n). 
AUS 


On voit que ces théorèmes sont des généralisations de ceux dé- 
montrés au n° 149 pour les modules premiers. , 

Ces théorèmes du n° 149 ont été déduits de l'étude de la con- 
gruence binôme, qui a été déduite elle-même de la théorie géné- 
rale des congruences à module premier. Comme il n’existe pas de 
théorie analogue pour les modules non premiers, nous allons 
traiter la question des restes, directement. D'ailleurs la méthode 
que nous allons suivre s’appliquerait, sans aucun changement, 


aux modules premiers. 


I. Les restes r4,r, ... sont positifs et plus petits que n. De 
plus, ils sont premiers avec n, puisqu'ils sont congrus (mod n) 
aux puissances successives de # qui sont premières avec A. 

Il résulte de là que le nombre de ces restes est limité et atteint, 
au plus, ©(7 ); par suite, il y a nécessairement des restes qui se re- 


produisent. 


IT. {y a dans la suite (43) des restes égaux à 1. — En effet, 
nous avons vu qu'il y a des restes qui se reproduisent. 
Soil 
Fm Tr (m > m' )e 


106 CHAP. III. — DES CONGRUENCES. 


d’où 
am gqm" (mod n ). 
On en déduit 
am—m —=T (mod n ), 
d’où , 
Tm—m' 1: 


III. Soct rx le premier reste de la suite (43) qui soit égal à 1. 
De r, à r, les restes sont différents. — Car si l’on avait 


Tr NMeni (memes k), 
on en déduirait, comme plus haut, 
Fm-m'= 1; 


de sorte que 7x ne serait pas le premier reste de la suite (43) qui 
serait congru à I. 


IV. Deux restes dont les rangs, dans la suite (45), diffèrent 
de k sont égaux. — En effet, 


am+k— gmS ak. 


Mais, puisque r,—1,0ona 


ai y (mod n). 
Donc 


antk— gym (mod n). 
Donc 


Tm+k = TR. 


En particulier, les restes qui sont égaux à 1 sont les restes r#, 
l'oks laky core 

Il reste à démontrer que k est un diviseur de o(n). Or, nous 
venons de voir que les restes qui sont égaux à 1 sont ceux dont 
l'indice est un multiple de Æ; d'autre part, d’après le théorème 
d'Euler, rorr) est égal à r. 

Donc o(n) est un multiple de k (1). 


; : à + 
(1) De cette façon, pour démontrer que Æ est un diviseur de (7), nous sup- 
RTS At re ; ; 
posons établi le théorème d’Euler. On peut, au contraire, démontrer que Æ est un 


diviseur de n Je es TE > 
ee sans s'appuyer sur le théorème d’Euler, et en déduire ce dernier 
théorème. 


En effet, les restes r,, r,,..., r, sont tous différents. Si ces restes constituent 


DES CONGRUENCES À MODULES NON PREMIERS. 107 


Le nombre # s'appelle l’exposant auquel appartient 4 par 
rapport à n (1). 


tous les nombres positifs, plus petits que » et premiers avec lui, on a £=vw(n) 
et le théorème est démontré. 

Sinon, soit s un nombre positif, plus petit que 7 et premier avec lui, et quine 
soit égal à aucun des nombres r,, r,, ..., r,. Considérons les nombres 


(44) SANS NS 

Deux de ces nombres sont incongrus entre eux, car si l’on avait 

sat—= sa! (mod 7), 
il en résulterait 
S(a"m — 1) = 0 (mod »), 

ce qui est impossible, puisque s est premier avec ? et que æ&”*-"* n’est pas congru 
à 1 (mod). 

De plus, un nombre quelconque de la suite (44) est incongru à un nombre 
quelconque de la suite (42), car si l’on avait 


San — «Pr (mod n), 
on en déduirait 
S = @P" (sip>m) 
ou 
s = ak+p—m (ip), 
d’où 
S 


= Th ou SE Ton 


ce qui n’est pas, puisque s n’est égal à aucun des nombres 7, 7, ..., ry. 

Si donc l’on divise les nombres (44) par n, on trouve comme restes Æ nombres 
Si; S2 ---, 8, positifs, plus petits que z et premiers avec lui; différents entre eux 
et différents des nombres r. 

Si les nombres 7, r,, ..., r, et 5,,8,, ...,s, forment tous les nombres positifs, 
plus petits que » et premiers avec lui, on a 


2 = (72). 


Sinon, on considérera un nombre #, positif, plus petit que x et premier avec 
lui, mais qui ne soit égal à aucun des nombres 7, r;, ..., r}, ni à aucun des 
nombres s,, s,, ..., s,, et l’on raisonnera de la même facon. 

SUMIESNOMTDTES 7 720 Dep 0 CLR ne LION CNIRtOUS LES 
nombres positifs, plus petits que 7 et premiers avec lui, on a 

3k=œ(n), 
et ainsi de suite. 

Donc (7) est un multiple de X. 

On sait, d’ailleurs, que les termes de la suite (42) dont l'indice est multiple 
de Æ sont congrus à r (mod »). Donc 


ar) = 7 (mod n). 


(*) Existe-t-il, pour un module composé », des racines primilives, c'est-à-dire 
des nombres appartenant à l’exposant © (7)? Nous laissons au lecteur le soin de 
démontrer que de telles racines primitives existent lorsque n est une puissance 
d’un nombre premier impair, ou le double d’une telle puissance. Dans les 
autres Cas, il n’y a pas de racine primitive. 
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173. Comme application, traitons la question des fractions 
décimales périodiques. 

LS : RC D À ; : 

Soit une fraction ordinaire + Supposons qu’on en ait extrait 


la partie entière, de sorte qu’elle soit plus petite que 1. Nous sup- 
posons, de plus, qu'elle est irréductible, c’est-à-dire que & et b 
sont premiers entre eux. 


1 1 1 A = Nr . G 
Pour l’évaluer à , 1, 4, ... près, il faut diviser par D les 
nombres 
10/4, 100%) T00ON ee (m0) 
= . Le pe 2 É « 
Supposons d’abord b premier avec 10. — Soit Æ l’exposant 


auquel appartient 10 par rapport à D. On a 


1—=100— 1024... (mod D), 
d’où 


a—=10#"a—=10"a— ... (mod b). 


Comme a est plus petit que D, ceci prouve que les divisions 
des nombres 10#4, 1024, ... par b, donnent le même reste a. 
Donc les restes successifs et par suite les chiffres du quotient 
présentent une période de Æ chiffres, commencant immédiate- 
ment après la virgule. 


Il n'existe pas d’ailleurs de période de moins de Æ chiffres, car 
pour que l’on ait 


a =10"# a (mod b), 
il faudrait que l’on eût 


1= 70" (mod b), 


ce qui est impossible si A! < k. 


On peut remarquer que le nombre de chiffres de la période est 
indépendant de a. 


Exemples : 
= 190476190476... 
5 


STE 0,238095238095.... 
Ces fractions décimales périodiques, dont la période commence 


immédiatement après la virgule, s’appellent fractions pério- 
diques simples. 
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Supposons maintenant que b ne soit pas premier avec 10o.Soit 


b—52256b", 
b' étant premier avec 10. 
Supposons, pour fixer les idées, 47> $. Si l’on multiplie la 
fraction proposée + par 10%, elle devi 
raction proposée + par 10%, elle devient 
a. 528 
No 


a.)% 8 est premier avec D! qui est premier avec 10. La frac- 


: a.52— À 4 : Hs = à 
tion —;— est donc égale à une partie entière, plus une fraction 


dont le dénominateur est L', et dont le numérateur est premier 
avec D’. Cette dernière est une fraction périodique simple. Pour 
retrouver une fraction égale à la fraction proposée, il faut reculer 
la virgule de + rangs vers la gauche; on obtient alors une fraction 
périodique dans laquelle la période ne commence pas immédiate- 
ment après la virgule : c’est ce qu’on appelle une fraction pérto- 
dique nuxte. 


Exemple: 
5 RAT A 
— — 0, J071428 07140800 
14 
Réciproques. — Les réciproques des théorèmes précédents 


sont vraies. 


Une fraction : étant réduite à sa plus simple expression, 
st best premier avec 10, cette fraction estégale à une fraction 
périodique simple; sinon elle est égale à une fraction pério- 
dique mixte, la période n'étant d’ailleurs composée que de 
séros si b ne contient que les facteurs premiers 2 et 5, auquel 
cas la fraction est limitée. 


S VII. — Fonctions symétriques des nombres plus petits 
qu’un nombre premier. 


174. Soit un nombre premier p. Considérons les fonctions symé- 
triques rationnelles et entières, à coefficients entiers, des nombres 
1,2,3,--1, p —1. Je dis qu’une telle fonction est divisible 
par p quand son degré n’est pas divisible par p — 1. 

Considérons d’abord les sommes S,, S, Sy; ..., Sp» des puis- 
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& ? 
sances semblablés- des nombres.1, 2, pu depuis lexpoz 
sant 1, jusqu'à l’exposant p — 2. 

VD 


Si=1+2+...(p—1 : 


est évidemment divisible par p. 
Supposons le théorème vrai pour Si See 0 Don 
trons-le pour Sx(k<p—1). On a la relation, démontrée en 


Algèbre, 
(Æ+1)Sx= pti p 


(HN (ŒÆHDAGK—=NS __ (Ææ+a)k...r 
Vars a 1.2.3 ae PORN 


S1- 


Orle second membre est divisible par p, donc le premier l’est aussi. 
Mais par hypothèse # + 1 < p. Donc S; est divisible par p. 

Pour Æ — p —1,tous les termes du second membre sont divi- 
sibles par p? excepté le terme — p. Donc si l’on divise les deux 


membres de l'égalité par p, il vient 
Spi—=— 1 (mod p). 
Soit maintenant un nombre #' plus grand que p— 1. Si l’on a 
£=Kk (mod p—1), 


on à 
ak’ 


I 


a! (mod p), 


quel que soit &, d’après le théorème de Fermat donc aussi 


D S (mod DE 
Donc 


Sx= 0 (mod p) quand £' n’est pas divisible par p —1, 


Sx=—1(modp) quand £’est divisible par p — 1. 


Le théorème s'étend sans peine aux fonctions symétriques 
d’ordres quelconques (1). 

En effet soit une telle fonction d'ordre n et de degré 
7 0 (mod p— 1), (et que je peux supposer simple, c’est-à-dire 
que tous ses termes se déduisent de l’un d’eux par permutation 


à : AR. k s 
(‘) Une fonction symétrique d'ordre » est une fonction dont tous les termes 
contiennent 7 lettres. 
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des lettres, et ont comme coefficient 1), 


SatbBcy...l 


7 


aÆ$+y+...+ 7 étant 0 (mod p—1). 
Supposons d’abord à, f,+,...,À tous différents. On a alors 


DatbBcr...i=S,Sp...S)—P, 


P désignant une fonction symétrique de même degré que la pro- 
posée, mais d'ordre inférieur d’une unité. 

Or a, $, ...,À ne peuvent être tous = o (mod p —1). Donc 
Pun au moins des nombres S,, Sg, ...,52 est divisible par p; 
par suite on est ramené à démontrer le théorème pour la fonc- 
uon P dont l’ordre est inférieur d’une unité à celui de la fonction 
proposée. 

Supposons maintenant que les exposants &, f,y,...,Ânesoient 
pas tous différents, qu'il y en ait À égaux à 4, B à £, C à +, etc. 
On a 
SaS8Sy-.-51— P 


Zatb8 cy... li — . 
a NME MIE amas see me 


Les nombres A, B, C sont plus petits que p, puisque les quan- 
tités a, 0,c,. . ne sont qu’au nombre de p — r. Donc on voit, 
comme plus haut, qu'on est ramené à démontrer le théorème 
pour la fonction P dont l’ordre est inférieur d’une unité à celui 
de la fonction proposée. 

De proche en proche on est ramené à démontrer le théorème 
pour les fonctions d'ordre 1, qui ne sont autres que les sommes 
de puissances semblables (*). 


175. Application à la démonstration des théorèmes de 
Fermat et de Wilson. — Considérons l'expression 


(æ—1)(æ—2)...[æx—(p—1)]. 


Si on la développe par rapport aux puissances décroissantes 


(!) On pourrait aussi démontrer ces résultats, en partant de la congruence 
identique 
Lait (T 1) (4. 2). (Te px) (mod p), 


démontrée au n° 132, et écrivant que les coefficients des mêmes puissances de æ 
dans les deux membres sont congrus (mod p). 
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de æ, le coefficient de æ?-t est 1, le coefficient indépendant 
est 1.2..,(p — 1). Quant aux autres, ce sont des fonctions symé- 
triques des nombres 1,2, .:., p —1, d'ordre plus petitque p —1. 
Ils sont done congrus à zéro (mod p). 

On a donc 


(45) (æ—n(r—2).:. (x —p+i)= 2P 171092" (p 1) (mod p) 
quel que soit x. 
Faisons æ — 1, il vient 


O—=I+1.2,..(p—1) (mod p), 


ce qui est le théorème de Wilson. 
Ensuite, remplaçons dans la congruence (45) 1.2...(p—1) par 
— 1 et faisons æ — a, a étant l’un des nombres 1,2,..., (p—1); 


il vient 
O—= AP 1; (mod p), 


ce qui est le théorème de Fermat,. 


— Q— 
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CHAPITRE IV. 


RESTES QUADRATIQUES. CONGRUENCES DU SECOND DEGRÉ. 


$ I. — Restes quadratiques. Symbole de Legendre. 


176. Nous avons déjà défini (n° 158) ce qu’on appelle reste qua- 
dratique par rapport à un module premier p. C'est un nombre a 
tel que la congruence 


19 


m2" Q (mod p) 
soit possible. 


Cette définition se généralise immédiatement pour un module 
non premier n. 

On dit qu'un nombre & est reste quadratique par rapport à 
un module non premier n, lorsque la congruence 


= «4 (mod n) 
est possible. 


Dans cette définition on ne suppose pas que & soit premier 
avec n. 

Mais nous avons vu (n° 169) que lorsque & est premier au mo- 
dule nr, le cas du module composé se ramène à celui du module 
premier. 

Nous avons vu, en effet, que pour que a soit reste quadratique 
de n il faut et il suffit : 

1° Que a soit reste quadratique de tous les facteurs premiers 
impairs qui entrent dans A; 

> Si nr est divisible par 4, et non par 8, il faut de plus 
que a —1 (mod 4) (se rappeler que «& est supposé premier avec 
le module et par conséquent ici impair); 
3° Sin est divisible par 8 ou une puissance supérieure de 2, 1l 
faut de plus que «a — 1 (mod 8). 

À partir de maintenant nous ne considérerons plus donc que 
le cas où le module est un nombre premier p non diviseur de a. 

C. 8 
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Remarque. — Au lieu du mot reste quadratique nous em- 
ploierons, quand il n’y aura pas d’ambiguïté possible, le mot reste. 
Tout nombre qui n’est pas reste quadratique par rapport à un cer- 


tain module sera dit un non-reste. 


177. Deux problèmes se posent : 


1° Étant donné le module premier p, quels sont les 
nombres a qui en sont restes quadratiques ? 

2° Étant donné le nombre a, quels sont les modules pre- 
miers dont a est reste quadratique? 


Le premier de ces problèmes a été résolu au n° 158. Nous 
n'avons plus que quelques observations à présenter. 

Sip— 2, tout nombre impair & est reste quadratique; et la con- 
gruence +?== a (mod 2) a une solution x =1. 

Si p est un nombre premier impair, rappelons que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’un nombre a non divisible par p 


soit reste quadratique de p est 


a ? =] (mod p). 
et cette condition étant remplie, la congruence 
d?= à (mod p) 


a deux solutions, égales et de signes contraires (mod p). 


178. Caractère quadratique. — Soit p un nombre premier 
impair, & un nombre non divisible par p. D'après le théorème de 


Fermat on a 
CR © (mod p). 


ou 


PA p—1 


Donc l’un des deux nombres & ? —:1 ou a ©? + 1 est congru 
à Zéro. 

Ils ne le sont pas d’ailleurs tous les deux. puisque leur diffé- 
rence, qu! est 2, ne l’est pas. 


SYMBOLE DE LEGENDRE. 11) 


Or on sait que, si & est reste quadratique de p, on a 


D 


CET — 0; 


et réciproquement. 
Done, si & est non-reste, on a 


Dal 
a ? +1=0. 
DE 


Dans le premier cas le reste minimum de a ? par rapport à p 
est 1, dans le second cas c’est — 1. 


sb se : a 
Désignons ce reste minimum par la notation (2) (symbole de 


Legendre). On aura 


si a est reste quadratique de p; 
Fi 
= =— 1], 
P 


ee à «a 1 Ni . 
La quantité 4 s'appelle encore caractère quadratique du 
P, 


si a est non-reste. 


nombre a, relativement au module premier impair p. 


179. Tuéorkme. — Le caractère quadratique d’un produit 
de facteurs est égal au produit des caractères quadratiques 
de ces facteurs. 


C'est-à-dire que 


Eo effet 


pi (mod p). 


et 
p—1 
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aa «’ 7 a’ a” 
— (mod p). 
( P ) E Fi (5) P) 


Comme d’ailleurs chacun des membres de cette congruence ne 
peut être égal qu’à +1 ou à — 1, cette congruence se change en 


Donc 


égalité, ce qui démontre le théorème. 


180. Ce théorème prouve que : 


Le produit de deux restes est un reste ; 
Le produit de deux non-restes est un reste; 
Le produit d’un reste par un non-reste est un non-reste. 


En général, le produit de plusieurs facteurs est un reste ou 
un non-reste, suivant que le nombre des facteurs du produit 


qui sont des non-restes est pâir ou impair. 


$ II. — Modules dont un nombre est reste quadratique. 
Loi de réciprocité. 
181. Passons maintenant au second problème énoncé au 
nai 
E'iant donné le nombre a, quels sont les modules premiers 
dont a est reste quadratique? 


On peut même se borner à chercher les modules premiers im- 
pairs dont «& est reste quadratique, car on voit tout de suite que, 
pourvu que & soit impair, il est reste quadratique de 2. 

Ce problème Sup difficile et plus long à trailer que le pré- 
cédent; en voici d’abord un cas particulier évident : c’est celui 


de a = 1. 


182. a —rest reste quadratique de tout module premier. — 


En effet la congruence 
æ?=1 (mod p) 


admet évidemment pour solutions 


TE, 


quel que soit p. 
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Ce cas particulier traité, je dis que : 


183. Le cas de a quelconque se ramène à celui de a premier, 
éhocelutdea— 1, 


En effet il suffit de se reporter au théorème du n° 179 : Le 
caractère quadratique d’un produit de facteurs est égal au 
produit des caractères quadratiques des facteurs. Or tout 
nombre positif est décomposable en un produit de facteurs pre- 
miers; et tout nombre négatif en un produit de facteurs premiers, 
multiplié par — 1. 


184. Cas de a — — 1. — Ce cas est encore très facile à exa- 
miner. 


Le nombre (— 1) est reste quadratique de tout module pre- 
mier impair de la forme 4h +1. Il est non-reste des modules 
premiers de la forme 4h — 1. 


Cela résulte immédiatement de ce que 


PE 


(5) © 


est égal à 1 si p est de la forme 4h +1; 
eLà —1 sipest de la forme 4h —1. 


Reste à examiner le cas où a est un nombre premier quelconque, 
P étant toujours un nombre premier impair. 
Nous démontrerons d’abord les lemmes suivants : 


185. Lemme |. — « étant un nombre quelconque et p un 
nombre premier impair, non-diviseur de a, si l’on divise par p 
les nombres 


AL 
(t) PONT MENT NOT 0, 
et que l’on prenne les restes minima (n° 83) de ces divisions, 
les valeurs absolues de ces restes sont, dans un certain ordre, 


DT 
les nombres 1,2, :.., E —. 


En effet, aucune division ne se fait exactement, car p étant pre- 
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mier ne peut diviser La que s’il divise À ou a; oril ne divise pas « 
par hypothèse, et il ne divise pas L si L est plus peut que lui. 
Deux restes sont différents, car si l’on avait par exemple 


PNR 
on en déduirait 
ha = kh'a (mod p), 
ou 
(h—hja=o (mod p), 


ce qui est impossible puisque L— }! est plus petit que p. 

Non seulement deux de ces restes ne sont pas égaux, mais ils 
ne sont pas non plus égaux et de signes contraires; car si l’on 
avait | 

Th=— TR" 
on en déduirait 
ha—=—kha (mod p), 
ou 
(h+h')a=0o (mod p), 


ce qui est encore impossible, puisque et } étant des nombres de 
. Pt , à 
la suite 1,2, ...2— leur somme est au plus égale à p — ». 
r 2 
Ceci posé, considérons les valeurs absolues des restes minima. 
—= se 
Ces valeurs absolues sont au nombre de ? —”, elles sont positives, 
2 


Ps 


elles sont au plus égales à » deux d’entre elles sont diffé- 


rentes; donc ce sont, dans un certain ordre, les nombres 


186. Lewwe IL. — Ze nombre des restes précédents qui sont 
négatifs est pair ou impair, suivant que a est reste quadra- 
tique de p ou non. 


Autrement dit, soit x le nombre de ces restes qui sont négatifs ; 


on à 
(jeun 
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En effet on a 
1a = 7; (mod p), 


DUT (mod p), 
AS = Th (mod p). 


Multüplions ces  égalités membres à membres, les restes 


li T2;-.., lp Étant en valeur absolue égaux aux nombres 


ll é ee 
ne it le nombre de ces restes qui sont négatifs 


étant 4, il vient 


pi 
Ii —— — 1] 
Forte (rire. (mod p), 
2 9, 
— D 
ou en divisant les deux membres Par 1,2,..., ——; 
sl 
a ? =(—1}, 


ce qui démontre le théorème. 


187. Ces deux lemmes vont nous permettre, sans plus, d’étu- 
dier le cas de a — 2. 

Mais auparavant, comme exercice, retrouvons, en suivant cette 
voie, les résultats relatifs à a — 1 et a = —1. 

Pour & — 1, les termes de la suite (1) deviennent 


qui sont eux à eux-mêmes leurs restes minima, et qui sont 
d’ailleurs tous positifs. Donc u — 0. Donc 


I | 
(2) =(—1)=r. 


188. Pour «a — — 1, les termes de la suite (1) deviennent 


Pt, 


—1, —2 — — 


Ce COTE 3 


Ils sont encore à eux-mêmes leurs restes minima, mais ils sont 
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r, — 1] 
tous négatifs. Donc p — ee Donc 
Dieil 
(=) =) À 
\ P 


189. Étudions maintenant le cas de a = 2. 


Taéorème. — Le nombre 2 est-reste quadratique des 
nombres premiers de la forme 8h =; il est non-reste des 
nombres premiers de la forme 8h +3. 


En effet, la suite (1) devient dans ce cas 
(2) Bile  rsepi=le 


Comptons les restes minima négatifs des divisions de ces 
nombres par p. 

Or il est bien évident que les termes de la série (2) sont de 
deux sortes. 

D'abord les termes 


jusqu’au terme immédiatement inférieur à Ê. Ces termes donnent 


des restes minima positifs (égaux à eux-mêmes). 
Ensuite (en les écrivant dans l’ordre inverse}, les termes 


PEL EP PPS 


jusqu'au terme immédiatement supérieur à Ces termes 


DS 


donnent les restes minima négatifs : 
mn  .-- 


En définitive, tout revient à compter combien il y a dans la 
suite 


Pit PS, P=5; 


de termes plus grands que L, ou ce qui revient au même combien 
il y a dans la suite 


(3) NS MES 


de termes plus petits Es 
plus } que © 
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Orap=8h=Er, 
) di 
P he 


2 2 


12 


les termes de la suite (3) plus petits que = sont 
2 


É 


leur nombre u est égal à 2 A. 


DID —-0bEE D. 


18 


— sont 
2 


les termes de la suite (3) plus petits que 


D D ec dl 
ou 
D 3 0e AU) 


leur nombre u est égal à 2h +1. 
Donc Sip==68/##ÆEr, 


(2) + 1; 
72 

2 

| 
(a) 


Le théorème est démontré. 


SUD ShEES, 


190. 2emarque. — On peut énoncer ce résultat en disant 


que 


- a 
ee fe cr 
(S'E 


191. Maintenant, passons au dernier cas, celui où & est un 
nombre premier impair. Le nombre p étant lui-même supposé 
un nombre premier impair, pour plas de symétrie dans les nota- 
tions, remplacons la lettre & par la lettre g. La solution du pro- 
blème repose sur le théorème suivant, dit loi de réciprocité (1) : 


(:) Ce théorème célèbre était connu d’Euler, mais Legendre, le premier, la 
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Lor pe réciprocrré. — p et q étant des nombres premiers 
cmpairs différents, on a 


/) ’ U 
ou encore : Les symboles (2) el (1) sont égaux, st l’un au 
q 


moins des deux nombres p et q est de la forme 4h +1. Ces 
symboles sont de signes contraires, si les deux nombres p et q 
sont, tous les deux, de la forme Ah —1. 


En effet, p et q étant différents, supposons, pour fixer les 
idées, q ==p. 


Pour trouver la valeur de (2) il faut diviser par g les nombres 


q x} 
(4) on Eh > ——p. 
Soient 
A1 A; ces Ab = Pr — Be, soit —Py 
les restes minima de ces divisions; 4, @»,...,æ) étant les restes 
positifs, — f,, — fi, ..., — f, les restes négatifs. On a 


FES 
© | 


) (= 1)4. 


De même, pour trouver Es il faut diviser par p les nombres 


(5) DCS Pablo Ava — Ge 


Soient 


énoncé explicitement, et en a tenté une démonstration. La démonstration de 
Legendre est incomplète. La loi de réciprocité a été démontrée pour la première 
fois par Gauss, qui en a donné six démonstrations. Depuis de nouvelles ont été 
données par Lejeune-Dirichlet, Kronecker, etc. Celles que nous donnons ici 


sont dues, la première au pasteur Zeller, la seconde à Kronecker. Ce sont les 
plus simples que nous connaissions. 


, 
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les restes minima de ces divisions ; Vas Yo- +. Yy étant positifs, 
s S ’ 4 L 
— 1, — ds, :.., — 0, étant négatifs. On a 


(2) = (— 1)P. 
On a done 


o IDE 


Ceci posé, considérons les nombres 6. Ils sont plus grands 


FA 
G2 


que o et ne dépassent pas + Divisons-les en deux catégories : 


: . ; re 
1° Ceux qui ne dépassent pas =; 


à . ni: 
2° Ceux qui sont plus grands que LE. 


DEN . . 
PT sont identiques 
3 


Je dis que ceux qui ne dépassent pas 


aux nombres y, et que par suite leur nombre est y. En effet, 
soit kp un nombre de la suite (4) donnant le reste — 6, tel que $ 


; 71 
ne dépasse pas L = On a 


hp = kq — $, 
d’où 
(3) kq = hp + $. 

Or on a 

0 haie 

et 
7 BAPE 
PE 2 


2q 2q 


k< (UP Pit 


ou 
> no I I 
D ARS K L : 


> Ju y 


Le nombre k étant entier, ces inégalités reviennent à 


_ p—i1 
a<kz PT. 
2 
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Donc kg est un nombre de la suite (5), et puisque f ne dépasse 


pas E—, l'égalité (3) montre que ce nombre kg donne comme 


reste minimum $. Ce nombre f est donc égal à un nombre +. 
Réciproquement, soit kg un nombre de la suite (5) donnant 
un reste minimum positif y, on démontre de la même façon qu'il 
y à un nombre hp de la suite (4) qui donne un reste minimum 
négatif égal à — y. 
Les nombres 5 qui ne dépassent pas — étant identiques 


aux nombres y, leur nombre est égal à y. Si donc nous appelons 


RS  ÿ 
le nombre des B qui dépassent 7" on aura 


= Y+G. 


Par suite l'égalité (6) devient 


(7) (B)=eres 
Mais 
“+ p— Ê 


Donc 
=4 


o GE) 


Reste à évaluer o, c’est-à-dire le nombre de termes de la 


suite (4) qui, divisés par q, donnentun reste minimum négatif, 


TO { x JOUEZ . . 
supérieur en valeur absolue à LT. Plus simplement, il suffit 


d'évaluer la parité de 5. 
Soit M.p un terme jouissant de la propriété qu’on vient de 
dire; je dis que le terme 


= \ 
( 5 —m)p 


Jouit de la même propriété. 
En effet, soit 


mp = rq —$ (8> 2); 


on en déduit 


GE _ fPp+HI ; P + 
(9) ( : —m) p ( = r) 9 ( 3 8): 
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Pour démontrer ce que nous avons en vue, en ce moment, il 
suffit de faire voir que 


P 


rs x TL , Ch 
est superieur a RATS et ne dépasse pas 1 : : 


Or, par hypothèse, 


Donc ona 


Pt PE Ro NO en GO PR MT 


2 2 2 2, 2 


ou 
PE DEP Tr 
2 2 


ILA 


ce qui peut s’écrire (en remarquant que tous les termes de ces 


inégalités sont des nombres entiers) 


RE her n  A at 


2 2 2 


C’est ce que nous voulions démontrer. 

Puisqu’à tout terme de la série (4) jouissant de la propriété en 
question en correspond un autre jouissant de la même propriété, 
le nombre 5 de ces termes est impair où pair, suivant qu'il y a un 
terme égal à son correspondant, ou non. Il ne reste donc plus 
qu'à voir s’il y a un terme égal à son correspondant. 

Or écrivons que le terme mp est égal à son correspondant. 


Il vient 


ou 


Nous distinguerons deux cas, suivant que g est de la forme 4 L—1 


ou de la forme 4 h +1. 
9 Sig est de la forme 4h — 1, la valeur de »4 n’est pas entière. 
Donc il n’y a pas de terme de la série qui se corresponde à lui- 
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même. Donc 5 est pair. Donc l'égalité (8) se réduit à 
D 


CIO RUE 


Donc, si de plus p est de la forme À h +1, 


(2) et (4) sont égaux: 
q 


si, au contraire, p est de la forme 4h —1, 


(2) et (4) sont de signes contraires. 
12 


= « . ST | 
2° Si, maintenant, g est de la forme 4 h+1, la valeur m — “ee 
+ 


est entière. Mais il reste à voir si le terme mp répondant à cette 


valeur de m, à savoir le terme 


== 
f 
l ‘ell ini Sgatif, plus grand que 2 — 
donne réellement un reste minimum négalit, plus gran que ; 
Or on a 
Dex Pie I P 
(10 + = — nf —— ) ; 
) re 


Si p est de la forme À h +1, les nombres BE et (2 2) q 
4 4 
sont entiers. 
SN 11 ù 5e 0" - 
D'ailleurs F Id est posilif et plus petit que 
Er 


pe Q 422 x A Se OS CN 
légalité (10) montre que la division du terme T4 Ps Pa q; 
d die 0 ae I P 
onne comme reste minimum le nombre positif {> men 
a q 


Donc il n’y a pas de terme de la série (4) jouissant de la propriété 
en question. Donc 5 est pair. 


Par suite 
il 


CORRE 


GA 2 
et ) sont égaux. 
P 


æ) 

= 

=) 

© 
PRIT 
RS |S 
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Mais si p est de la forme 4h — 1, écrivons l'égalité (10) sous la 
forme 
q |) P + T 
TT de æ 


q P 
SS — ++ — . 
nt P f À È . 


D'ailleurs le nombre 


JP 


2 


est négauf, et de valeur absolue plus grande que et au plus 


PU din 
égale à rs 


. re — I 
Donc la division du terme LP: par g, donne comme reste 


pe 


minimum un nombre négatif supérieur en valeur absolue à ; 


et ce terme est égal à celui que nous avons appelé plus haut son 
correspondant. Donc & est impair; donc 


1 


PT 
(2) (2) = cd Ter 
q/ \p 


Donc 1) et (£) sont égaux. 
\g P 


\ 

En résumé, il n’y a qu’un cas dans lequel (£) et (2) soient de 
signes contraires : c'est lorsque p et g sont lous les deux de la 
forme 4 — 1. 

La loi de réciprocité est donc démontrée. 


192. Seconde démonstration de la loi de réciprocité. — La 
démonstration précédente est due au pasteur Zeller (*). En voici 
une autre, non pas plus simple, mais plus concise, due à 
Kronecker (2). D'autre part, cette démonstration de Kronecker, 
est, tout au moins à première vue, beaucoup plus artificielle que 
la précédente. 

On a 


(!) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1872. 
(2) Sitzungsberichte, 7 février 1884; t. II, 12 juin 188. 
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p étant le nombre de restes minima négatifs, fournis par les divi- 
sions par p des termes de la suite 
Del 
CEST re 


Soit Ag un terme de cette suite. Le reste minimum correspondant 
est négatif, s’il existe un nombre entier k, tel que 


TR Ne 
(11) Fo à 


etréciproquement. D'ailleurs, si le nombre existe, il est unique. 
Les deux inégalités (11) peuvent être remplacées par la seule 


inégalité 
(Lx) (45) <o 
P P 2 
ou 
(QE) (5 di) (5 à  … 
 P q P 24 q ; 


Comme nous l’avons déjà dit, il y a au plus un nombre entier # 
salisfaisant à cette inégalité. Ce nombre est d’ailleurs au plus égal 


ï : : = 
à 7 » car si l’on remplace Æ par un nombre entier supérieur 
GX 


dar . ss A — f . 
à cette quantité, comme d’ailleurs À est au plus égal à PE -,; ilest 


4 k Æ h I k Fe à 
visible que les deux facteurs — CAES ont négatifs, 
POLE T7 EE 
et que, par suite, leur produit est positif. 


Si donc dans l’expression (12) on fait successivement 


— 1] 
JR = 2 DAS Less 
) ? , > 


et que l’on fasse le produit des résultats obtenus, on obtient un 
résultat 


en h k h I k 
de Il ê Ne | A 


kR=A 


qui est positif ou négatif, suivant que le reste minimum fourni par 
la division de 47 par p est lui-même positif ou négatif. 
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Transformons cette expression. Pour cela remarquons que le 


h L k o 
SCOR ACLEUD EE EE peut s’écrire 
P 24 


q 
Pos 
R 2 k l 
Do q >" 
Quand Æ prend les valeurs 1,2,.., = *, le nombre 
HT} 
2. 


prend les mêmes valeurs en sens inverse. On a donc 


k= 17 ee 
. h I k : h k! [ 
= D = — <) — + —— -), 
DE Le 


ou, plus simplement, 


SI 
D 

à |” 
| 

Qi 
SE? 
Il 
TRS 
S|S 
Q|> 
| 

ND | — 
D 


F=A K=A1 


De sorte que l’expression (13) peut s’écrire 


( =) (+ :) 
ar lin ner) 
Pig /\ PNG Ne 

Telle est la nouvelle forme de l'expression, qui est positive ou 
négative, suivant que le reste minimum de la division de kg par p 
est lui-même positif ou négatif. 

Si maintenant dans cette expression on fait successivement 


PE 


=) 6) a 
» ; ; > 


et qu'on multiplie les résultats obtenus, on obtient un produit 


qui est du signe de _ . Ce produit est 


Vlr et les 

. : h k lo xs I 

«D TMS) 
LA K=1 


C. 4) 
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5 x CA ; 
On verrait de même que (2) est du signe de 


1 A 
Re Re 


: h =) ( h k 1 ) 
== + = * 
Il ( q P q P 2 


h—1 KA 


( 
2 


Mais, dans ce dernier produit, on peut intervertir l’ordre des 
signes ] | , et, de plus, on peut faire un changement de notations 


en remplaçant À par k et X par h. 
Ce produit s'écrit alors 


de ES 
PE, = > 
k h k h na 
) IL Il En 0 Ga HE n), 


Sous cette forme, on voit que les facteurs des produits (14) et 


5 ; : : , . =} = 
(15) sont identiques au signe près. Comme il y a ET — de 


ces facteurs, l’un des produits est égal à l’autre multiplié par 
PIN qi 
(— 1) ? 2, On a donc bien 


ou, ce qui revient au même, 


(EDEN 


ce qu'il fallait démontrer. 


193. Application au second problème. dun A TI ere 


second problème énoncé au n° 177, à savoir : 


Etant donné le nombre a, quels sont les modules premiers 
dont a est reste quadratique? 


peut être maintenant considéré comme résolu. 
Nous allons le montrer sur des exemples. 
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Exemple 1. — Soit a — — 
On à 


La valeur de (=) dépend du reste de la division de p par 4: 
La valeur de (à) dépend du reste de la division de p par 8. 


Donc la valeur de (=) ne dépend que du reste de la division 


de p par le plus petit commun multiple de 4 et de 8 a 115), 
c’est-à-dire par 8. 
SiDp—=8hk +1, 


donc 


Sip—8h-—1, 


G— Q-e 


Sip—=8h+3, 


GE) Ge Ge 


Si p = 8h —5, 


D Ge Gi 


(— 2) est donc reste quadratique des nombres premiers impairs de 
la forme 84 +1 ou 8h +3; il est non-reste des nombres de la 
forme 8h — 1 et 8h — 3. 


Exemple II : a — 3. — Le nombre 3 est de la forme 44 — 1. 
Donc on a, si p—4h+1, 


si p—4h—1, 
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Quant à la valeur de (£) elle dépend du reste de la division 


de p par 3. 
Si ce reste est 1, 


Si ce reste est 2, 


Donc, en définitive, la valeur du symbole (>) ne dépend que du 


reste de la division de p par 12, et l’on forme facilement le Tableau 


suivant : 


A 
pri CS ONERSSSES 
G)=.@) Des Os 

) 


p=12h +5, 


14 

3 
D — 12h — 5, ()=-(£); ( 
! p 3 


3 est donc reste quadratique des nombres de la forme 124 © 1, 
ilest non-reste des nombres de la forme 122 + 5. 


Exemple IT : «a — 360. — Décomposons 360 en facteurs pre- 
miers 


On peut d'abord supprimer, dans 360, les facteurs carrés 22.32. 


P \ P P 


Mais 2°.3° étant un carré, on a évidemment 


Donc 
Gone 


La valeur de (2) dépend du reste de la division de P par 8. 
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5 étant de la forme 4k+1,ona 


La valeur de (£) dépend du reste de la division de p par 5. 


Donc la valeur de (2) = (+) ne dépend que du reste de la 


\ 


division de p par 40. 


_ 


PONEY, 


S | 
OS 


I 


P—= oh 


rer 
I 


SIN 
os 


I 


+ 
Le 
ER a SUR -ÆE 


ot 


P — 40 == 


SIN 

Il 

| 
APRES CE Ch, 


RE, 
| 


DOME OO, 


PT 


= 


P— 40h 711, 


Po RES; 


_ 


HEVo nr, 


PTS es ASS 
NE 
| 
ic 
ls 
© 
DA 
] 


OS CS OS CS y 


DE OC 
{| 
| 
ESS 
LU 
TRS 
+ |S 
© 
DA 
{| 


Vin Blé Vin Bi Sir 
|| 
| 

EE 


Do == 10; 


360 ou, ce qui revient au même, 10 est reste quadratique des 
nombres premiers de la forme 40h +1, 40h+3, 40h+o, 
40h +13; il est non-reste des nombres de la forme 40h +, 
DRE, 40h ES, 400 ET 0: 

On voit que la méthode est générale et elle conduit au théorème 


suivant : 


494. Taéorëme. — Le nombre a étant supposé débarrassé de 
ses facteurs premiers d’exposant pair, autrement dit le nombrea 
étant supposé non divisible par un carré différent de 1, les nom- 
bres premiers impairs dont a est reste quadratique appar- 
tiennent à des progressions arithmétiques de raison a ou Aa. 


En effet : 1° supposons que «a soit positif et de la forme 
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4h +1, ce qui entraîne que les facteurs premiers de & sont tous 
impairs et qu'il y en a un nombre pair de la forme 4h — 1. 
Soit, par exemple, 
AT le 


m étant supposé de la forme 44 +1, getr de la forme 4h — 1. 
Soit p un nombre premier impair quelconque, on à 


OROIDICI 


Or m étant de la forme 4 À +1 


CRC 


q et r étant de la forme 4h —1 


si p est de la forme 4h +1, 


si p est de la forme 4h — 1, 


—_—_—_— 
ee ee, 


Donc 


dans les deux cas. 


à LP P P , 2 
Où (2): (2): (£) dépendent respectivement des restes des 


divisions de p par m, q, r. 
Donc (2) ne dépend que du reste de la division de p par le plus 


petit commun multiple de m, q, r (n° 115), lequel est ici leur 
produit ou @. 
Donc les nombres premiers impairs dont «& est reste quadra- 
tique appartiennent à des progressions arithmétiques de raison a.” 
2° Supposons maintenant a positif et de la forme Ah —1, ce 
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qui entraîne que les facteurs premiers de « sont impairs el qu'il y 
en a un nombre impair de la forme 4 — 1. 
Soit, par exemple, 
Coprs 


m étant supposé de la forme 4} —1 ,getrde la forme 4h +1. 
On voit facilement que 


DOCS 


si p est de la forme 4h +1, et 


DNA 


si p est de la forme 4 — 1. 


Donc - ne dépend que du reste de la division de p par le plus 


petit commun multiple des nombres m, q, r, 4, lequel est leur 
produit 4a. 

Donc les nombres premiers impairs, dont & est reste quadra- 
tique, appartiennent à des progressions arithmétiques de raison 


/ 
4 &. 
3° Soit a positif pair et de la forme 2(4h +). 
Soit, par exemple, 
D DT 


m de la forme 4 +1, q et r de la forme 4h —1. 


On a | | 
GG) GG) 


d’où l’on üre facilement, comme plus haut, 


ONOIDICIC} 


Or É ‘ dépend du reste de la division de p par 8. 


Q) à 2); (£ 2) dépendent des restes des divisions de p par m, 


Ta 3 
Donc (£) ne dépend que du reste de la division de p par 8mgr 
P 


ou 44. 
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Donc les nombres premiers impairs dont «& est reste quadra- 
tique appartiennent à des progressions arithmétiques de raison 
A &. 

On examine de même tous les autres cas [a positif pair de Ja 
forme 2(4h— 1), ou a négatif]. 


195. Calcul de l’expression É quand p est un grand 


\ 


nombre. — La loi de réciprocité serl aussi à simplifier le calcul 


5 la 
de Pexpression (2) quand p est un grand nombre. 
\P 


Exemple. — Calculer (CE). 


Ÿ7/ 
On a 


(5) 
\ 997 997 007 


r 


el 


(2)-(2)-(4)-(4 
997 \ 73 \ 73 \73 


Donc 


$ III. — Généralisation du symbole de Legendre. 
Symbole de Jacobi. 


196. On peut simplifier quelques-uns des résultats précédents 
par une généralisation du symbole de Legendre due à Jacobi. 

Le symbole de Legendre (2) n’a de sens que si p est un nombre 
premier impair. É 

Supposons maintenant que p soit un nombre impair quelconque 
et que «a soit un nombre premier avec p. Le lemme du n° 485 
subsiste, celui du n° 186 ne subsiste pas. Mais l'égalité démontrée 


dans ce lemme 
(4 
Æ — (—1)}4, 
(Je 


u étant le nombre des restes minima négalifs fournis par les divi- 
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sions des nombres 4, 24a,. . — & par p, peut alors servir de 


définition au symbole (2). 


De cette définition, on déduit, comme dans le cas de p premier : 


° Les théorèmes exprimés par les égalités 


1 1 = 2 Li 
_ =} — = (— 2 : (0) 
(5) ( 1 ) oi Le ë. 


La loi de réciprocité 


CE 


3° Le théorème exprimé par l'égalité 
Gr) G)= 
1e v# 


Pour le démontrer, faisons d’abord les deux remarques évidentes 


subsiste ausst. 


suivantes : 
D 2 : ; À 
1° Le symbole (=) est du même signe que le produit des 
sé D 
restes minima négatifs fournis par les divisions des nombres 
P —1 
n, 21, ——R par p. 
2 


2° Deux nombres égaux et de signes contraires donnent des 
restes minima égaux et de signes contr'air'es. 


Ceci posé, soient 
fe 
EE mar 
les restes minima fournis par les nombres 


PEN 
2 


[44 


d, 24, ; 


(à 
sn PU 


TD 
(y 


41, 4, .., ax élantles restes minima positifs, — f,, — 
les négatifs, de sorte que 
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à LA: : te 
Pour calculer (£2) , il faut d’abord chercher les restes minima 
P 


fournis par 
p —1 


Go n DC GT, cac pa 


Mais pour cela on peut, dans ces produits, remplacer les fac- 


…. 


DA Se . = 
teurs 4,24, Étpeste} par leurs restes minima. On trouve ainsi 
D 
la suite (à l’ordre près) 
1 f. 


(16) UT, A dr ONU nd cr le DUT 


Si l’on compare cette suite à la suite 


(17) CMS ne «a 


L TER a 
qui servirait à calculer (2) , les nombres 


A1, >; ss A}; Bi, Ba, CPR Bu 


2 . . x x y] 
étant identiques, à l’ordre près, aux nombres 1, 2, ..., Fe 
2 


le produit des termes de la suite (16) est égal au produit des 
termes de la suite (15) multiplié par (—1}#. Donc 


aa’ (£) 
— 1 )F 
= (Ge 
= ()() 
1 T9 NP 
197. Enfin, voici une dernière propriété exprimée par l’éga- 


Pour démontrer cette propriété dans sa généralité, il suffit 


ou 


lité suivante 


évidemment de la démontrer pour deux nombres p et P' 


Gr)=G)(G) 
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Or, on a, d’après la loi de réciprocité, 


Û DIODES ESS 

co cons 

(20) ( a.) (ee HR 
D'autre part, 

2 nee) 


L'égalité à vérifier devient donc, si l’on y remplace (5) (4) 


a A à 7: ; 
el (2) par leurs valeurs tirées des égalités (18), (19), (20), puis 
PP_\ par sa valeur tirée de l'égalité 
4) par sa valeur tirée de l'égalité (21), 
A NE pp'=1 a—1 
ns Der e Sens D 
ou 


a 1 (p=1)(p-1) 
(—1) 2 2 = 


Or les nombres à&, p, p' étant tous les trois impairs, cette égalité 
est évidente. 


198. En particulier, supposons qu’un nombre P soit décomposé 
en facteurs premiers sous la forme 


{ PIS) D pIPEEE 
on aura 
bo € É 
(5) = ($) F1 | 
(2): or --- sont alors des symboles de Legendre. De sorte 


que cette égalité peut servir de définition au symbole de Ja- 


cobi (5) Que 


(!) C’est d’ailleurs cette définition que Jacobi a donnée. La définition du n° 196 
est due à Schering et Kronecker. 
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On déduit aussi de cette égalité la conséquence suivante : Pour 
qu'un nombre a soit reste quadratique d’un nombre impair P, 


R 
pour que a soit reste quadratique de P, il faut et il suffit qu'il soit 


premier avec lui, il faut que (5) soit égal à +1. En effet, 


reste quadratique de p, p', p”, ... 
Il faut donc que l’on ait 


mn Ge Ge Ge 


d’où 


: nee ai 
Mais la condition ($) —1 n’est pas suffisante, car elle n’en- 


traine pas les conditions (22). 


199. Application. — Comme première application du symbole 
de Jacobi, on peut simplifier le calcul du n° 195. On écrira 


Get) Re SES 
bel 365 J._ XS65 00067 NE 6 x) 267 


Or 


parce que 267 est de la forme 8 + 3: 


109 es 
. Lie 


parce que 49 est un carré. 
Donc 


(5) - 
997 MN 


200. Le théorème du n° 194 et sa démonstration s’étendent 
immédiatement. Le nombre a étant supposé non divisible par 
un carré différent de 1, les nombres impairs p, tels que 


() 
== SE, 
P 
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appartiennent à des progressions arithmétiques de raison a 
ou 4&. 

Il y a d’autres applications du symbole de Jacobi, que nous 
n’aborderons pas ici. 


$ IV. — Résolution de la congruence du deuxième degré 
à une inconnue. 


201. Résolution de la congruence x? = «a (mod p). — Dans 
la pratique, si l’on à à résoudre une congruence numérique de la 
forme 

æ?= à (mod p) (p premier), 


2 


il sera inutile de calculer d’abord le symbole (+) ;: il suffira d’ap- 


pliquer le procédé du n° 163. 
Exemples. — I. Résoudre la congruence 


—0 (mod 97). 
Cette congruence donne 


2Indx = 14 (mod 96), 
Indx = 7 (mod 48). 


Donc, deux valeurs pour Indx, 


ou plus simplement 


ne CR CIRE DCE 


IT. Résoudre la congruence 


= 12 (mod 115). 
Cette congruence donne 
2 [nd x = 71 (mod 112). 


congruence impossible, puisque 2 et 112 sont pairs, Landis que 71 
est impair. Donc la congruence proposée est elle-même 1mpos- 


sible. 
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909. Résolution de la congruence générale du second 
degré. — Je suppose le module premier, puisque le cas général 
se ramène à celui-là. 

Si le module égale 2, la solution est immédiate, puisqu'on n’a 
à essayer que les valeurs o et 1 pour x. 

Supposons donc le module impair. On peut alors supposer le 
coefficient de æ pair, car sinon on multiplierait la congruence 


par 2. Soit donc ; 
ax?+2bxr+c=0o (mod p) 


cette congruence. 
On doit supposer «70 (modp), car sinon la congruence 
serait du premier degré. Multiplions alors la congruence par @, 


elle devient 
a?2x?+ 2abx + ac =0 (mod p) 


ou 
(ax + b}=b2— ac (mod p). 


Pour que la congruence soit possible, il faut donc que b?— ac 
soit reste quadratique de p. Cette condition remplie, on trouve 
pour ax + b deux valeurs [une seule, si b?— ac = 0 (modp)]. 

Soit « une de ces valeurs, il reste à résoudre la congruence du 


premier degré 
axz+b=a (mod p), 


qui a une solution, puisque a n’est pas congru à zéro (modp). 


Exemple. — Soit la congruence 
52?— 7x +6—= (mod 89). 
Cette congruence s'écrit 


10OZ?— 14% +12 = 0, 
ou 
100T%?— 140% + 120 = 0 
ou 
(10%—7}=— 71. 


On trouve pour 10 — 7 les deux valeurs 14 et 70: 
Reste à résoudre les deux congruences 


10% —7= 14, 


107 — 7 


Il 
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qui donnent 


Ce sont les deux racines de la congruence proposée. 


203. Exemple de résolution d’une congruence du second 
degré à module composé. — Soit à résoudre la congruence 


7æ@?—11% + 40=0 (mod 60). 


Nous avons à résoudre les congruences 


7æ?— 11% +40 =0 (mod 4), 
72%? —11æ%—+ 40=0 (mod 3), 
DE? © + {0 —10 (mod 5) 
ou, plus simplement, 
3%47— 3% =0 (mod 4), 
d'—92%+I=0 (mod 3), 
241— TE 0 (mod 5). 


La première admet deux solutions : o et 1, 
La seconde » une solution : 1, 
La troisieme  » deux solutions : o et 3. 


Il y a donc quatre solutions de la congruence proposée, à savoir 


Une solution congrue à o (mod 4), à 1 (mod 3), à o (mod 5), soit x = 40 


» o » I » 3 » TS 

(mod 60). 
» I » I » © » D) 
» ll » 136 » 9 » THERE 


ie ——— 
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CHAPITRE V. 


LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 


$ I. — Définition des nombres incommensurables. 
Opérations sur ces nombres. 


204. On a vu, dans les Chapitres précédents, comment l’usage 
des nombres fractionnaires facilite l’étude des nombres entiers. 

Le nombre fractionnaire n’est d’ailleurs qu’un symbole repré- 
sentatif du système de deux nombres entiers. 

Dans ces conditions, il vient naturellement à l'esprit d’intro- 
duire dans les calculs des nombres représentatifs d’un système de 
trois nombres entiers, ou d’un système de quatre nombres entiers 
et ainsi de suite. Nous trouverons plus loin de tels nombres, sous 
le nom de nombres algébriques du second, du troisième, etc. 
degré. Mais ces nombres ne jouissent pas, par rapport aux opéra- 
tions fondamentales, de propriétés aussi simples que les nombres 
entiers où fractionnaires. Ils ne se reproduisent pas par ces opé- 
rations, c’est-à-dire que la somme ou le produit de deux nombres 
algébriques du second degré, par exemple, n’est pas, en général, 
un nombre algébrique du second degré, mais bien un nombre 
algébrique du quatrième degré. 

Nous nous trouvons donc amenés à introduire à la fois les 
nombres algébriques de tous les degrés. 

Mais ces nombres ne sont eux-mêmes qu’un cas particulier de 
nombres dépendant d’une suite £n/finie de nombres entiers et 
qu'on appelle nombres irncommensurables, par opposition aux 
nombres entiers et fractionnaires, dont l’ensemble forme ce que 
l’on appelle les nombres commensurables. Il n’est d’ailleurs pas 
plus compliqué d'expliquer le caleul de ces nombres incommen- 
surables en général que celui des nombres algébriques. Ce sont 
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donc les nombres incommensurables dont nous allons nous occu- 
per maintenant. 


205. Montrons d’abord comment un nombre commensurable 
peut, lui aussi, être considéré comme dépendant d’une suite infi- 
nie de nombres entiers. 

Il suffit de considérer les valeurs approchées de ce nombre suc- 
cessivement à une unité, un dixième, un centième, etc. près par 
défaut. Les numérateurs et les dénominateurs de ces valeurs 
approchées sont parfaitement déterminés quand on connaît le 
nombre qui leur a donrté naissance, et réciproquement. On a donc 
bien là une suite indéfinie de nombres entiers, dont la connais- 
sance est équivalente à celle du nombre commensurable proposé. 

Au lieu des valeurs approchées par défaut, on pourrait considé- 
rer les valeurs approchées par excès. 

Au lieu des valeurs approchées à un dixième, un centième, ete. 
près, on pourrait en considérer d’autres : les valeurs à ue 
près, par exemple; ou, plus généralement, les valeurs à AE 


U/4 f [4 


= 2 e SN LS P L 
re pres; par défaut ou par exces, 7 Pa q" > CLATEAUITE 


q 
suile déterminée de nombres tendant vers zéro. 


Comme tout nombre commensurable peut être considéré comme 
une valeur approchée à une certaine approximation de tout 
autre (!), ce qui précède revient à ce fait évident que, lorsqu'un 
nombre commensurable est déterminé, tous les nombres com- 
mensurables plus petits que lui, et tous les nombres commen- 
surables plus grands le sont aussi, et réciproquement. 

C’est cette idée qui va servir dans la définition des nombres 
incommensurables. 


206. Définition. — Supposons qu’une certaine règle permette 
de partager la totalité des nombres commensurables, positifs 
et négatifs, en deux classes, de telle façon que n'importe quel 
nombre de la première classe soit plus petit que n'importe 
quel nombre de la seconde. 


(:) À condition que le premier nombre soit plus grand que la moitié du second. 


C 10 
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Deux cas se présentent : 

1° Si, parmi les nombres commensurables de la première classe. 
il en existe un plus grand que tous les autres, ou si, parmi les 
nombres commensurables de la seconde classe, il en existe un plus 
petit que tous les autres, on peut dire que la classification en 
question définit ce nombre commensurable. Il est d’ailleurs 
évident que ces deux circonstances ne peuvent se présenter à la 


fois. 
2° Si aucune des deux circonstances précédentes ne se présente, 


on peut dire que la classification définit un nombre éncommensu- 


rable. 
Les deux cas peuvent effectivement se présenter. Pour réaliser 


le premier, il suffit de choisir à l’avance un nombre commensu- 


nm = _… 
rable —, de ranger tous les nombres commensurables inférieurs 
ñn 
SIC ON 
à — dans la première classe, tous les nombres commensurables 
nm 


ne m 
supérieurs dans la seconde classe, et enfin de placer _ dans la 
classe que l’on veut. 

me TT 
Pour réaliser le second cas, soit ou nombre commensurable 


positif, non carré parfait; rangeons dans la première classe tous 
les nombres commensurables positifs dont le carré est inférieur 


SJ , ru 
LS dans la seconde classe, tous ceux dont le carré est supérieur 


Q- 


m ; 72 
+ H'n'y a pas, dans la première classe, de nombre supérieur 


à tous les autres. En effet, soit &« un nombre quelconque de la 
première classe ;,on a 


Mais il existe (n° 64) des nombres commensurables dont le 

Poe . m 
carré diffère par défaut de Fi d'aussi peu que l’on veut ; on peut 
donc trouver un nombre commensurable positif a! tel que a!? < ie 
tra 


(et par conséquent a! appartiendra à la première classe), mais tel 
que 
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Or cette inégalité entraine 
PNR. 


Donc il existe dans la première classe des nombres plus grands 
que &. 

On verrait de même qu'il n’y a pas dans la seconde classe de 
nombre plus petit que tous les autres. 

Donc la classification en question définit un nombre incommen- 
surable. 


207. Egalité. Inégalité. — Deux nombres (commensurables 
ou incommensurables) sont égaux lorsque les classes qui les 
définissent sont identiques. Ceci est évidemment vrai pour les 
nombres commensurables ; et c’est une définition pour les nombres 
incommensurables. 

Un nombre à est plus petit qu’un nombre b, lorsqu'il y a des 
nombres commensurables appartenant à la fois à la classe supé- 
rieure à & et à la classe inférieure à D; ceci est encore une défini- 
uon pour les nombres incommensurables, tandis que c’est une 
propriété, d’ailleurs à peu près évidente, pour les nombres com- 
mensurables. 

Les nombres plus petits que o sont dits négatifs. 

On voit facilement que les égalités a = b, b—c entraînent 
l'épalté ac 

Les inégalités a > b et b > c entraînent l'inégalité & > c. 

En particulier les nombres commensurables faisant partie de la 
classe inférieure à un nombre incommensurable sont plus petits 
que lui; ceux qui font partie de la classe supérieure sont plus 
grands que lui. 


208. Montrons, maintenant, comment on peut faire dépendre 
les nombres incommensurables d’une suile infinie de nombres 
entiers, ainsi qu'on l’a dit plus haut (n°205). On y arrive, comme 
pour les nombres commensurables par la considération des valeurs 
approchées. 


209. Valeur approchée d’un nombre incommensurable. — 
On appelle valeur approchée d’un nombre incommensurable a, 
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à L près (£ étant un nombre commensurable)» le plus 
q 


grand multiple de - qui soit contenu dans ce nombre. 


Autrement dit, trouver cette valeur, c’est trouver un nombre 


entier m tel que 
(m+i1)p 


mp 
— <a < 
q q 


Autrement dit encore, c’est trouver un nombre entier m, tel 


: Re k m + 
que ne soit dans la classe inférieure à a, et Pr dans la classe 


supérieure. 

Plus à est petit, plus l’approximation est dite grande. 

Il est bien évident que lorsqu'un nombre est déterminé, par la 
division des nombres commensurables en deux classes, ses 
valeurs approchées à n'importe quelle approximation sont 
connues. Réciproquement : 


Un nombre a est déterminé lorsqu'on connaît sa valeur 
approchée à une approximation aussi grande que l’on veut. 


En effet, soit 7, la valeur approchée de a à moins de > près. 


On a 


mp P 
— <a L(M+I)—: 
7 Vq 


Soit a, un nombre commensurable. Si l’on a aussi 


mp 


(1) — <u<(m+1£) 


quelque petit que soit Fi cela veut dire que a — a;. 


Donc a est alors déterminé. 


Si les inégalités (1) n’ont pas lieu pour toutes les valeurs de 2, 
7 


) 14 . 
c’est qu il y aura des valeurs de : suffisamment petites pour que a, 


soit en dehors de l'intervalle de 22 à CHE ÈS On peut donc 
. . 4 4 
décider si a, est plus grand ou plus peut que a. On a donc une 
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classification des nombres commensurables en deux classes qui 
définit a. 


210. Valeurs à 1,4, 5 5050 --. près. — On définit en 
général un nombre, en donnant ses valeurs à une unité, un 
dixième, un centième, etc. près; c'est ce qu’on appelle, son 


développement en décimales. 


211. Définition des opérations effectuées sur les nombres 
incommensurables. Addition. — Soient deux nombres incom- 
mensurables ou non, a et b. 

Rangeons dans une première classe C les nombres commensu- 
rables qui sont la somme d’un nombre commensurable plus petit 
que a et d'un nombre commensurable plus petit que b; dans une 
seconde classe C/ les nombres commensurables qui sont la somme 
d’un nombre commensurable plus grand que & et d’un nombre 
commensurable plus grand que b. Il est bien évident que tout 
nombre de la classe C est inférieur à tout nombre de la classe C. 

Il est, de plus, évident qu'il n’y a pas dans la première classe C 
de nombre plus grand que tous les autres, ni dans la seconde C’ 
de nombre plus petit que tous les autres. 

Si donc, de plus, aucun nombre commensurable n’échappe à 
cette classification, cette classification définit un nombre incom- 
mensurable c, qui, par définition, est la somme de a et de b. 

Mais il peut se faire qu’un nombre commensurable échappe à 
cette classification. Je dis, en tout cas, qu'il n’y en a qu’un. En 
effet, supposons qu’il y en ait deux, æet (a < fi). On voit facile- 
ment que, à n'étant pas dans la classe C, il en est de même de tout 
nombre commensurable supérieur; de même, f n'étant pas dans 
la classe C/, il en est de même de tout nombre commensurable 
inférieur. Donc tous les nombres commensurables compris entre 
4 et B échapperaient à la classification, et par suite un nombre 
quelconque de la classe C différerait d’un nombre quelconque de 
la classe C’ d’au moins $ — à. Mais cela n’est pas. 

En effet, on peut prendre un nombre commensurable inférieur 
à a et un nombre commensurable supérieur à &, qui diffèrent entre 


. — . 
eux de moins de B + Ensuite on peut prendre un nombre com- 
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mensurable inférieur à b et un nombre commensurable supérieur 


: B—a At 
qui diffèrent également de moins de On en déduit un 


nombre de la classe C et un nombre de la classe C/ qui diffèrent 
de moins de 5 — «. 

Dans le cas où il existe effectivement un nombre commensu- 
rable c, n'appartenant ni à la classe C, ni à la classe C, c'est ce 
nombre c qui est dit la somme de a et b. 

C’est ce dernier cas qui se présente en particulier lorsque a et b 
sont eux-mêmes commensurables, et il est évident que la somme 
ainsi définie est le même nombre que celui qu'on entendait 
jusqu’à maintenant sous ce nom. 

La somme de plus de deux nombres a, b, c, d se définit comme 
pour les nombres commensurables. Les deux classes qui définis- 
sent cette somme peuvent s’obtenir en additionnant d’une part 
les nombres commensurables inférieurs à a, b, c, d, d'autre part 
les nombres commensurables supérieurs. 1l en résulte évidemment 
que cette somme est indépendante de l’ordre des nombres que l’on 
ajoute. 


212. Soustraction. — On appelle différence de deux nombres 
a, b le nombre qui, ajouté à b, reproduit a. 

Pour trouver ce nombre il suffit de placer dans une classe C, les 
nombres commensurables obtenus en retranchant un nombre com- 
mensurable supérieur à b, d’un nombre commensurable inférieur 
à a; et dans une classe C/ les nombres commensurables obtenus en 
retranchant un nombre commensurable inférieur à b, d’un nombre 
commensurable supérieur à «a. Le lecteur démontrera facilement, 
comme dans le numéro précédent, que cette classification satisfait 
aux conditions fondamentales; et qu'il y a au plus un nombre 
commensurable c qui puisse y échapper. Si cette dernière circon- 
stance ne se présente pas, la classification définit un nombre incom- 
mensurable, sinon on peut dire qu’elle définit c. En tout cas, le 
nombre qu’elle définit est tel que tous les nombres commensurables 
inférieurs à lui, ajoutés aux nombres commensurables inférieurs 
à b, reproduisent les nombres incommensurables inférieurs à &, et 
que les nombres commensurables supérieurs à lui, ajoutés aux 
nombres commensurables supérieurs à b, reproduisent les nombres 


» 
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commensurables supérieurs à a. Donc la somme de ce nombre et 
de b est égale à a. Donc ce nombre est la différence entre a et b. 

Le lecteur verra sans peine que les théorèmes fondamentaux sur 
l’addition et la soustraction, qui se résument dans les règles d’ad- 
dition et de soustraction des polynômes, s'appliquent aux nombres 
incommensurables. 


V4 Es Multiplication. — Pour définir le produit de deux fac- 
teurs 4, b (supposés positifs), nous rangeons dans une première 
classe C les nombres commensurables qui sont le produit d’un 
nombre commensurable plus petit que & par un nombre commen- 
surable plus petit que b ; et dans une seconde classe Ces nombres 
commensurables qui sont le produit d’un nombre commensurable 
plus grand que & par un nombre commensurable plus grand que b. 
Le lecteur achèvera sans peine le raisonnement qui est analogue à 
celui que l’on a fait pour l’addition. 

Dans le courant de ce raisonnement, pour démontrer qu’il ne 
peut y avoir deux nombres commensurables, & et $, échappant à 
la classification, on est amené à démontrer que : on peut trouver 
deux nombres commensurables @,,b,, respectivement inférieurs 
à a et b, et deux nombres commensurables @', b' respectivement 
supérieurs, tels que 

a bi — ab; 


soit plus petit qu'un nombre $ — 2. 


Pour cela, il suffit de remarquer qu’on peut écrire 


a bi— aibi=(a, —a)bi+ (bi —b;i)ai+ (ai — a1)(01— bi). 


Pour que le premier membre soit plus petit qu'un nombre $— », 
il suffit que chacun des termes du second membre soit plus peut 


6 = -t ! L 2 
que © 5 =. Il suffit pour cela, d’abord, que a, — a; et D —b, soient 


SpA A PRET B—« B—a ; | 
plus petits respecuvement que 30, el ER > el ensuite que ces 


deux nombres a — a, et D, — b, soient tous les deux plus petits 
qu’un nombre dont le carré soit inférieur à De ,; toutes conditions 
qui peuvent être réalisées. 

Nous avons supposé les facteurs positifs, sinon on ferait le pro- 
duit de leurs valeurs absolues et l’on suivrait la règle des signes. 
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Si l’un des facteurs est nul, le produit est nul par définition. 

Le produit de plusieurs facteurs à, b, cest le nombre obtenu en 
multipliant a par b, puis le résultat par €, et ainsi de suite. Le lecteur 
démontrera facilement que ce produit est indépendant de l’ordre 
des facteurs. [l verra aussi que, pour multiplier un nombre par 
la somme de deux autres, il suffit de le multiplier successivement 
par chacun des termes de la somme et d’additionner les résultats. 
Ces deux théorèmes permettent d’étendre aux nombres incom- 
mensurables, les règles relatives aux produits de facteurs, à la mise 
en facteur commun et aux produits de polynômes. 


214. Division. — Pour définir le quotient d’un nombre & par 
un nombre b (a et b étant supposés positifs), on range dans une 
première classe C les nombres commensurables qui sont le quo- 
tient d’un nombre commensurable plus petit que a, par un nombre 
commensurable plus grand que b; et dans une seconde classe C/, 
les nombres commensurables qui sont le quotient d’un nombre 
commensurable plus grand que &, par un nombre incommensurable 
plus petit que b. Le raisonnement se fait comme dans les cas pré- 
cédents. 

Dans le courant de ce raisonnement on est amené à démontrer 
que l’on peut trouver deux nombres commensurables &,, b, res- 
pectivement inférieurs à a et b, et deux nombres commensurables 
a, b, respectivement supérieurs tels que la quantité 


soit plus petite qu’un nombre B — «. 
Or cette quantité peut s’écrire 


ab, — ab; 
bib 


Soit B un nombre plus petit que b; on peut choisir b, de façon 
qu'il soit plus grand que B. 

Quant à b}, il est nécessairement plus grand que B. Donc la 
quantité précédente est plus petite que 


12 LA 
a 0, — ab; 
B2 


n 
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Pour que cette quantité soit plus petite qu’un nombre B—ail 
suffit que le numérateur 4°, db — a, b, soit plus petit que (8 — %)B? ; 
or nous avons vu plus haut que cela pouvait être réalisé. 

D'ailleurs le quotient ainsi défini, multiplié par b, donne un 
produit égal à a. 


215. Extraction des racines. — Pour définir la racine ni"® 
d'un nombre & nous partageons les nombres commensurables en 
deux classes, ceux dont la puissance nit"e est plus petite que à, 
ceux dont la puissance n°" est plus grande. 

On démontre qu'aucun nombre commensurable n'échappe à 
cette classification, excepté un seul, si & est un nombre commensu- 
rable puissance ni" parfaite. Donc cette classification définit un 
nombre &. Reste à démontrer que la puissance ni" de « est égale 
à a. En effet, si un nombre commensurable est plus petit que «, sa 
puissance n°" est plus petite que 4. Donc, si l’on forme la divi- 
sion des nombres commensurables en les deux classes qu'il faut 
former pour définir la puissance n""° de 4, on retrouve les deux 
classes qui définissent a. 

En particulier, on définit ainsi, dans tous les cas, la racine nine 
d’un nombre commensurable &, ce qui n’avait pu se faire au moyen 
des nombres commensurables seuls (n° 56). 


216. Nous avons donc défini les opérations fondamentales sur les 
nombres incommensurables (!), mais 1l reste à montrer comment 
on les réalisera effectivement. Il faut pour cela remarquer que dans 
la pratique on définit un nombre incommensurable par une suite 
indéfinie de valeurs approchées avec une approximation de plus en 
plus grande (n° 209). 11 faut donc montrer comment, de pareilles 
suites relatives à certains nombres étant connues, on peut en 


(1) Nous admettons implicitement, qu’un cerlain nombre de théorèmes, évi- 
dents ou démontrés pour les nombres commensurables, sont vrais aussi pour les 
nombres incommensurables. 

Pour n’en citer qu'un exemple, nous admettons, dans la démonstration 
du n° 217, le théorème suivant : 

Si des nombres sont respectivement plus petits que d’autres, la somme des 
premiers est plus petite que la somme des seconds. 

Toutes ces démonstrations sont très simples, nous n'avons pas cru nécessaire 
de les donner (voir l’Introduction). 
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trouver d’autres relatives à la somme, à la différence, au pro- 
duit, etc., de ces nombres. 

Pour cela nous ferons usage des considérations suivantes : 

217. Définition générale de la limite. — Maintenant que 
nous savons ce que c’est que la différence de deux nombres 
incommensurables, nous pouvons généraliser la définition de 
limite, donnée au n° 62 pour les nombres commensurables. Cette 
définition s'applique, mot pour mot, aux nombres incommensu- 
rables. 


5 2 . LS 1 
En particulier, si l’on calcule les valeurs d’un nombre à #5, 5; 


1 Re ae More PEER PAT 
Hs etc. près par défaut, plus généralement à ae par 


P p' fe 


défaut ee it tendant vers zéro, on obtient une suite de 
Ch 6) 


nombres commensurables qui tendent vers à. 


218. Il faut maintenant remarquer qu'on peut généraliser le 
théorème du n° 209 et dire qu'un nombre est déterminé quand 
on connaît une suite de nombres qui tendent vers lui. Cela est 
évident, car de la définition même de la limite 1l résulte qu’une 
suite de nombres ne peut tendre que vers une seule limite. 

Or on a les théorèmes suivants : 


SE des nombres tendent vers des limites, la somme de ces 
nombres tend vers la somme des limites de ces nombres. 


Soient des nombres variables &, b, c tendant vers des limites 
À, B, C. Je dis que a + b + c tend vers À + B + C. En effet, on a 


(AHB+C)—(a bc) = (A0) 0) EC 0); 
Donc, pour que la valeur absolue de la différence 
(A+HB+C)—(a+d +e) 


soit plus petite qu'un nombre donné &, il suffit que la valeur abso- 
lue de chacune des différences A — a, B—b, C—c soit plus 


a 


petite que a Or c’est ce qui arrive et subsiste à partir d’un certain 
moment. 


On a un théorème et une démonstration analogues pour la dif- 
férence de deux nombres. 


"2 


OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 159 
Si des nombres tendent vers des limites, le produit de ces 


nombres tend vers le produit des limites. 


Il suffit évidemment de démontrer ce théorème pour un produit 
de deux nombres. Or, pour cela, il suffit de remarquer que 


AB 4b—(A—a)b E(B— 6)a (A —a)(B D). 


Pour que la valeur absolue du premier membre soit plus petit 
que <, il suffit que la valeur absolue de chacun des termes du 


e 


second membre soit plus petite que =; et pour cela, enfin, il suffit 
d 


que les inégalités suivantes soient satisfaites : 


|[A— a ET » 
|B—0 TL — » 
JA—a)< 


[B==2 <4/5 
d 


Or ces inégalités peuvent avoir lieu et subsister. 


Nous n’énoncerons ni ne démontrerons les théorèmes ana- 
logues, relatifs au quotient, aux puissances, aux racines, aux 
exposants incommensurables. En définitive, le lecteur voit qu'on 
est ramené à la théorie connue sous le nom de théorie des limites, 
qui est traitée dans tous les cours d'Analyse. Cette théorie ne fait 
plus partie de la théorie des nombres, c’est pourquoi nous n’y 
insistons pas. 


219. Cette théorie, appliquée au calcul des nombres incom- 
mensurables, nous donne le résultat suivant : Pour effectuer un 
certain calcul, composé d’additions, soustractions, multipli- 
cations, divisions, élévations aux puissances, extractions de 
racines sur des nombres incommensurables, on effectue le 
méme calcul sur les valeurs approchées de ces nombres, 
pour des valeurs de plus en plus grandes de l’approximation, 
et l’on obtient une suite de résultats définissant un nombre qui 
est leur limite, et qui est le nombre cherché. 


156 CHAP. Y. — LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 


, À Q à ! 1 
Nous terminerons par les théorèmes suivants, qui sont d'une 


application constante : 


290. Tuéonème. — Si une suite indéfinie de nombres 


ji, a, cs) , Ans 


est telle que chacun d’eux soit supérieur ou égal au précé- 
dent; si, de plus, un quelconque de ces nombres est plus petit 
qu'un nombre déterminé À, ces nombres tendent vers une 
limite inférieure ou égale à À. 


En effet, classons les nombres commensurables de la façon sui- 
vante : Dans la classe inférieure C, nous plaçons les nombres à, 
tels que, dans la suite 


Œ, a, ss An) .….., 


il y ait des termes plus grands que &. Dans la classe supérieure C, 
nous plaçons les nombres 8, tels que dans la suite 


C2 a, Di Œn; 


il n’y ait pas de terme plus grand que f. 


Il est évident qu'aucun nombre commensurable n'échappe à 
cette classification, et que d’ailleurs cette classification satisfait à 
toutes les autres conditions nécessaires pour qu’elle définisse un 
nombre. Soit &« ce nombre. Je dis que les termes de la suite 


ai, a, ee 3 An; 
tendent vers «. 


En effet, soit b un nombre appartenant à la classe C, b! un 
nombre appartenant à la classe C/. On a 


a — bb Y. 


Mais quel que soit le nombre positife, on peut trouver les nombres 
b et L’ tels que 
b'—b<e, 


et d’ailleurs on peut trouver un terme @, tel que 


ba a. 
On a alors 
Lo ln Lab D De, 
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Donc les termes de la suite 


@i;, @, CRE) An 
tendent vers «. 
IL est d’ailleurs impossible que cette limite a soit supérieure à À, 
car si cela était, comme il y aurait des termes de la suite 


ii, a, ….., Œn; 


qui différeraient de a de moins de «a — A, ces nombres seraient 
supérieurs à À, ce qui est contre l'hypothèse. 
On démontrerait de même que : 


Si une suite indéfinie de nombres est telle que chacun d’eux 
soit inférieur, ou égal au précédent; si, de plus, un quelconque 
de ces nombres est plus grand qu’un nombre déterminé À, ces 
nombres tendent vers une limite supérieure ou égale à À. 


291. Dans ces théorèmes les nombres 


di, A», ..., An) ... 


sont commensurables ou non. Dans la théorie des nombres, ce 
seront les suites de nombres commensurables qui joueront le plus 
grand rôle ; par exemple, la suite des valeurs approchées par excès, 
ou celle des valeurs approchées par défaut, d’un nombre, à une 
approximation décimale de plus en plus grande (1). 

Dans le Chapitre suivant, nous allons étudier d’autres suites du 
même genre : celles qu’on obtient par le développement d’un 
nombre incommensurable en fraction continue. 


(:) La définition des nombres incommensurables qui fait l’objet de ce Chapitre ; 
ou des définitions analogues ont été données par MM. Catalan, Bertrand, Méray, 
Lipschitz, du Bois-Reymond, Cantor, Dedekind, Heine, Weierstrass, Tannery. Elle a 
étéexposée par M. Tannery dans l’Zntroduction à la théorie des fonctions d’une 
variable (Paris, Hermann) et dans ses Leçons d’Arithmétique (Paris, Armand 
Colin). Dans ce dernier Ouvrage, le lecteur pourra trouver plus de détails sur 
quelques points très simples, sur lesquels nous n’avons pas cru devoir insister 


ici. 
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$ II. — Développement des nombres incommensurables 
en fractions continues. 


299. Revenons d'abord sur ce que nous avons dit (Chapitre I, 
$ V) du développement en fraction continue d’un nombre com- 
mensurable, et faisons les remarques suivantes : 

Lorsqu'un nombre commensurable x est développé en fraction 
continue 


RCE == <> 


a, est le plus grand entier contenu dans x ; 


6 Ll 
a; le plus grand entier contenu DOS => à 
Æ — 


L r DEN ER 
D'une facon générale, soit = la Aïe réduite 


Qx 


1 I 
= —= y — 
Qx d +, : 


Posons 


TEE RAR 
+2 +. 


æ et æx sont liés par la relauon 


Prxr+ Pr 
DO EE  — 
D Qxtr+ Qi 
d’où 
(y == 158 


T je —= 2 = 
OQxx— Pr |” 


ax4 est le plus grand entier contenu dans xx. 
Les nombres &;, ..., a, sont positifs, excepté le premier qui 
peut être nul, ou même négatif si le nombre x est négatif. 


223. Soit maintenant un nombre incommensurable x. 

On peut déterminer des nombres entiers Giy se, +. parles 
mêmes conditions, à savoir : 
a, est le plus grand entier contenu dans x; 


a» est le plus grand entier contenu dans _— 
ZX — (441 
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D'une façon générale, ayant calculé &,, 42, ..., ax, soit 


on calculera æ3 par la relation 


Pexr+ Pr 
D — ) 
Qxex + Qr 


d’où 
QxiT = 


CR a 
ï O7 > 129 


? 


et l’on prendra pour 4x,, le plus grand entier contenu dans xx. 

Mais cette suite de nombres a;,as,...est illimitée, car, sinon, 
on obüendrait une fraction continue limitée, égale au nombre 
incommensurable æ, ce qui est absurde. 

Les nombres entiers 4,, &>, ... étant ainsi parfaitement déter- 
minés, je dis qu’ils sont positifs, excepté a, qui peut être nul, 
ou même négatif si x est négalif. 

Pour le démontrer je remarque que des égalités 


A Qie nes 


T jy — — — — 
Qxæ — Py 


nl 


Qxr — Px 
= 2 
Oxriz- Pr 


TJ+1 — 


on tire en éliminant x 


Que (Prendre + Pr) — Pr Quur + Qu) 
Qx(Prtitrr + Pr) — Pr(Qrr1T + Qx) 


LL — 


Or les quantités Py, Q%, ax satisfont évidemment aux mêmes 
relations de récurrence que dans les fractions continues limitées, 
c’est-à-dire aux relations 


Pr Prdr-Per 
Qi = Qrarsi+ Qxs 


et à la relation 
PO P/#07- ne 
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Donc on peut écrire 


(Pi Qu — Para Que ) Dee + 
Dir (— 1) mr 


1 
TA Om) 
= (—1) (P #41 Qxs #1 Qx+1) EN 


ou enfin, en remplaçant P;4, et Qxy par leurs valeurs. 


Il 
RAC ES oem 
T k+1 


Or, axy étant le plus grand entier contenu dans #;, ceci montre 


est compris entre o et 1. Donc x4,, est plus grand que 1. 


ue 
sl T +1 


Donc ax,2.est positif. 


994. Conclusion. — À un nombre incommensurable x donné, 
correspond donc une suite de nombres entiers parfaitement 
déterminés ai, &:,... donnant lieu à une suite de réduites 


Le théorème suivant montre que ces réduites tendent vers x. 


225. Tuéorime. — L£'iant donnée une suite indéfinie quel- 
conque de nombres entiers positifs &;, &>,..., st l’on forme 


Les réduites 
127 ke P, $ l 


1° Ces réduites tendent vers une limite x; 
2° Si l’on applique à ce nombre x le procédé précédent, on 
retrouve les nombres a,, &:, ...; 


3° x est incommensurable. 


En effet : 1° nous avons vu (n° 94) que, quelque loin qu'on 
pousse le calcul, les séduites de rang impair vont en croissant 
J 


et restent toujours plus petites que a, + —: Donc elles ont une 


(22) 


limite. De même les réduites de rang pair vont en décroissant et 


restent toujours plus grandes que a,. Donc elles ont aussi une 
limite. D'ailleurs ces deux limites sont les mêmes. En effet, la 
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P:» 
O2 
Pérez ! x u 5 
2 est égale à ———. Or O,, et Os: sont des entiers 
" Qon+1 ë On EE . n Q; di 
qui croissent avec 2. Donc cette différence tend vers zéro. 


Ainsi les réduites de rang pair et celles de rang impair ont une 
limite commune. 


2° Soit æ cette limite. On a 


et la réduite sui- 


différence entre une réduite de rang pair 


vante 


I 
A LE LA + AS 
ns 


Donc, a fortiort, 
LT <d+I. 


Donc a, est le plus grand entier contenu dans x. 


Ensuite 
ll 
y + : TT LA + Q 
si : 
3 
Donc 
Ï 
A9 < EUR EE 0 
T — &; 3 
Donc, a fortiort, 
I 
Aa L << A + 1e 
Xl — 


. Ll 
Donc 4, est le plus grand entier contenu dans ee 


GA 
D'une facon générale, 
Pr Px+3 : à “Je 
RE es = (en supposant # pair pour fixer les idées), 
Qx+1 Qx+e \ 


ce qui peut s'écrire, en introduisant le nombre xx défini par la 
Prxtr Pr 


A nu Se EE, 
Qrxr+ Qxi , 
1 (asc Pr 
Praz + Pay Pate + Pr \ k+2 
7 - ) 
Qrarr + Qx-1  Qurr+ Qxs [ 
ù Qx (ar + HO: 
Œj:+2 


d'où l’on tire facilement 


A1 TR < A1 + = 
dj+2 
Donc, « fortiori, 
Ai TR Ai + Le 

Done 4x,, est le plus grand entier contenu dans x. 

3° Enfin x est incommensurable, puisque si x était commensu- 
rable la suite d'opérations qu'on vient de dire serait limitée. 

Ce TL 
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te Q 1 
Définition. — Les nombres entiers &,,@2, ..., 4x, :.. Sap- 
pellent quotients incomplets; les quantités æ, x,, æ», ...,&4,... 
s'appellent quotients complets. 


996. Limite de l’approximation obtenue en s'arrétant à une 


, . P Û # . P7 P7 1 
réduite + — Le nombre x étant compris entre == et =——,; l’ 
Qx À Qx Qx+s 
: De ; 
reur commise en prenant % comme valeur approchée est plus 
k 


; Px+1 Dre, KR I 
etite que la valeur absolue de === — =, c’est-à-dire que = -— 
| M Qx+1 Q% q QxQxr 


Mes 1 
et a forliort QUELS 


Q£ 


di dm 


continue illimitée. — Développer en fraction continue le loga- 
rithme vulgaire de 17, c’est-à-dire calculer le nombre x satisfai- 


227. Exemple de développement d’un nombre en fraction 


sant à l’équation 
VOLE 


Ce nombre étant compris entre 1 et 2, le premier quotient incom- 


plet est r. 


1 


Posons donc x —=:1 + = 
l 


L'équation devient 


1e 
10 ca 


= 17 


ou 
(OEM CE 


Or on voit facilement que x, est compris entre 4 et 5 : le second 
quotient incomplet est donc 4. Posons maintenant 


L’équation devient 
d’où 
(o/83521)2= 07581825. 


æ} est compris entre 2 et 5. En continuant ce procédé on trouve 
le développement 
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Il est bien évident que ce procédé réussit pour le dévelop- 
pement en fraction continue d’une racine d’une équation quel- 


conque. Les quotients incomplets successifs sont les parties 
entières de racines d'équations successives. 


228. Tuéoriue. — Sx l’on a deux valeurs approchées, l’une 
par défaut x;, l’autre par excès x», d'un nombre incommen- 
surable x, les premiers quotients incomplets, communs aux 
développements en fractions continues de x, et de x», appur- 
tiennent au développement er fraction continue de x. 


Soient &,@,+..,@n Ces quotients incomplets communs. 
a, étant la partie entière de x, et celle de x, est aussi la partie 
entière de æ qui est comprise entre æ4 et æo. 


à . Se I I 
&23 étant la partie entière de ———— et celle de tt 
Li — Ai Ta — 


= “ . I : - 
aussi la parte entière de ——— qui est compris entre 
T— €; 


Ti — 
el RTS etc. 
Exemple : 
2,71 828 182845 904 < e < 2,71 828 182845 905. 


Les quotients incomplets communs sont 


CA CAM TON 106 193 1264 AO ANT 
=: F sr ? ? 2 2 2 


4 Gi 32 39 71 465” 536  Too1’ 


Ces réduites appartiennent au développement de e en fraction 
continue. 


299. Réduction en fraction continue d'un nombre négatif.— 
Ce que nous avons dit au n° 97 de la réduction en fraction conti- 
LA 7 , C4 « : 

nue d’un nombre commensurable négatif s applique à un nombre 
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incommensurable. Par exemple ayant ; 


CNRS ee : 
(ES - 
2 + 
ee 
REX 
2 à | 
on à 
Ll 
C—= 3 1 ï 
3 + 
nee 
ET 
930. Fractions continues irrégulières. — Nous appellerons 


ainsi des fractions continues de la forme 


FR ES RL 


ll 

l+ 
l 

DE ——— 
PE 


dans laquelle les éléments &, 6, ... sont, à partir d’un certain rang, 
tous positifs, les précédents &, b, c, ..., l n'étant pas tous posi- 
ufs, et pouvant être négatifs ou nuls. En particulier, nous appe- 
lons / le dernier élément qui n’est pas positif. 

Il est bien évident que les formules qui permettent de calculer 
les réduites de proche en proche s'appliquent à ces fractions. 
Elles s’appliqueraient d’ailleurs à des fractions continues dans 


lesquelles les éléments seraient des nombres quelconques, non 
entiers. 


231. Nous allons montrer qu’on peut transformer une frac- 
tion continue irrégulière en une fraction continue ordinaire 
régulière, de façon que, dans les deux fractions continues, 
tous les éléments, à partir d’un certain rang, soient les mêmes. 


Pour cela, nous allons montrer que l’irrégularité qui va jusqu’à 
l'élément { peut être remontée d'un ou plusieurs éléments, de 
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façon à obtenir une nouvelle fraction irrégulière dans laquelle le 
nombre des éléments irréguliers est plus petit que dans la fraction 
proposée. En recommençant cette opération sur la nouvelle frac- 
tion, puis sur la suivante, et ainsi de suite, on arrive de proche 
en proche à une fraction régulière. | 

Dans la démonstration, nous distinguerons plusieurs cas. 


I. Soit l—0.Ona 


k + = £ + A; 
DE re 
d'où 
RE re : 
Ù 5 
0e 
EE 
Donc 
lab one 0, Al a Or, Home née?) 


L'irrégularité a donc remonté au moins d’un rang. 


IL. Soit l négatif et différent de —7, 


l=—n 
On a 
1 I 
Tee A — K— 1 + : 
—n+ 1 + —— 1 + 
A I RICE 
— ] a — 9 7, 
n STE u : 
L — 
Le 
d'où 
I 1 
k + | =k—1-+ : 
R + — 1 + , 
I 
a + n —2 + 
8 —. I 
j E 
LES ; 
ÊSE 
d’où, en supposant a > 1etn >, 
Ib en 8. l= [20,41 nee —t, be 


de sorte que, dans ce cas, l’irrégularité est remontée au moins 
d’un rang. 
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Sia—=1 etn > 


>, on écrit l'expression précédente 


RAR EN ER RON 


Sia>>1etn— 2, on écrit l’expression 
Lab, Ar 2e 1 CA 
SLG— Let 


— 2, on écrit l'expression 


PAM UE T Bo, #, el 


Dans tous les cas, l'irrégularité est remontée au moins d’un 
rang. 


II. Soit enfin l—=—1. 


On part alors de l’identité | 


1 
k + 


I 
= ff 9 se , 
Lee : 
ne 1 + 
A AE 
?l x 
d’où 
[l I 
JR = Æ D + 
ll J 
Le 1 + 
il [I 
ose PE 
B + 


d’où, en supposant 4 > 2, 


La Bree LUEr, 08, le De 


Si a — 2, on écrit l'expression 


atome Le 


Si —1, revenons à l’expression 


Je 
] 
== 
(I 
I 
JL 
B + 
1l 
na 
Dee 
Cette expression est égale à 
E—B—0- ! 
] 
1 
]l 
7 SE 


| 
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Si l’on suppose y > 1, on a donc 


Gb ee Re tipo... | = [os be, Rs Tr nn, 
SV 1, onécrit | expression 
La, b,:.., k— 5 —0,1+0,.…..1 
Dans tous les cas, l’irrégularité a remonté d'au moins un rang. 


Remarque. — Lorsque tous les éléments, à partir du second, 
auront été rendus positifs, si le premier élément est posiuf, la 
fraction continue est positive; si le premier élément est négatif, 
la fraction continue est négative. 


232. Remarque. — Le nombre des quotients incomplets mo- 
difiés dans le calcul précédent est de même parité que le 
nombre de ceux qui les remplacent. 

Il suffit de vérifier cette proposition dans tous les cas. 

Dans le cas de /— 0, on a remplacé les troës éléments X, 0, & 
par un seul, À + %. 

Dans le cas de /=—n/—ieta>1,n> 2, on a remplacé 
les trois éléments 


Vo SP 
par cinq 
for; 0 
Dans le cas de 
l=—nZz—1, D, M2. 


on a remplacé les quatre éléments 


par quatre 
PR ln Er 
ete 


233. Comme application traitons la question suivante : 


Condition pour que les fractions continues qui représentent 
deux nombres soient identiques à partir d’un certain quo- 
tient incomplet. 
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(Il s’agit, bien entendu, de fonctions continues régulières ordi- 
naires.) 

Cela revient à dire que ces deux nombres w, w' ont un même 
quotient complet. On a les égalités 


à PTE 

(4) M O7 Si 

x PEER 
(5) Fri Or ol 


P A : ; FA 5 
en appelant Q la réduite qui précède le quotient complet x, 
L4 R # e. ra , P 
dans le développement de w, et & la réduite précédant Q° de 
ême À désigne la réduite qui précède 1 l 
MECS ésigne la réduite qui précède le quotient complet x, 
dans le dével de w', et À la réduite précédant L. Soit k 
ans le développement de w’, et & la réduite précédant Q oi 
le nombre des éléments qui précèdent x, dans le développement 
de w; k' le nombre de ceux qui précèdent x dans le développe- 
ment de w)’. 
PO? R, S, P’, Q’, R’, S’ sont des entiers satisfaisant aux con- 
ditions | 
| PS — QR'= (—1}f, 
| PIS MOI EEE 


\ 


| 


Si, entre les égalités (4) et (5), on élimine + on trouve 


(PS ORdo PRE PER 
DOS OS EPS =OM. 


(Q) 


ou, en posant 


PS OR 
PRÆPIR = 
Q'S 05 =7, 
PS'—O'R= à, 
De rPe 
OS ne) 


D'ailleurs on a 


a — fy =(P'S—QR')(PS'— Q'R)—(PR'—P'R)(Q'S—QS') 
—=(PS—QR)(P'S—QRM—= (DEEE 


Donc les deux nombres w et w! sont liés par une relation 
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(6) Heu ÉS 
yo + Ô 
a, P, y, à étant quatre nombres entiers satisfaisant à la condi- 


tion 
aù — ste 


(ad — BY — +1 ou —1, suivant que les éléments qui précèdent 
le EN E complet commun, dans les développements de w 
et de w', sont en nombre de méme parité ou non.) 


Démontrons maintenant que cette condition est suffisante. En 
effet, supposons qu’elle soit remplie. 
Supposons d’abord} — 0. 


On a alors 
AD —— =: 
d'où 
CAE EN 
Die 


Donc w/ se réduit à + w + £. 
Si W/— w + B, le théorème est évident. 
Siw'——w+$,ona 


—(W0— O 6. 


Ce cas se ramène donc au précédent, car si l’on se reporte aux 
n° 97 et 229, on remarque que les fractions continues qui repré- 
sentent deux nombres égaux et de signe contraire, sont iden- 
tiques à partir du quatrième quotient incomplet au plus. 

Supposons maintenant} 0. 


Réduisons la fraction | en fraction continue. Soit 


fa) 


Remarquons que légalité 
œù — By = 


. = [o A . 
prouve que y et « sont premiers entre eux. Donc > est une fraction 
[l 
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Px 
0 


< Æ# 


irréductible. Si donc on appelle la dernière réduite de la frac- 


Uon continue (7), on à 
[24 =?» 


7 = Qx. 
On a d’ailleurs 
aù — fy= +1, 
ou 
P,0 — Qx8 = ES 


Maintenant, on peut toujours supposer que X soit d’une parité 
telle que la quantité a — y ou P,0 — Q;8 soit égale'à (—1)#. 

En effet, si 09 — By était égal à (—1)**1, on écrirait la fraction (5) 
sous la forme 


T 
I 


nes = , 
de sorte que le nombre Æ serait augmenté d’une unité. 
Les deux quantités PQ, — Q:Px_, et P;ù — Q%$ étant alors, 
toutes les deux, égales à (— r}f, on a 


PrQr-1— QxPp1 = Pr — Qx$. 
P; et Q4 étant premiers entre eux, cette égalité donne (n° 111) 


B—= Pr t Pré 
ù FF (07251 An Qxt, 


! étant un nombre entier positif ou négatif. 


Par suite, si l’on remplace 4, 6, y, à par leurs valeurs dans 
l'égalité (6) il vient 
e Pro PP; 

Qxw + Qi + Que? 


(0) 


ou 
Pr) Pre 


(CE = 
CEE 


Ce qui montre que la valeur de w’ s'obtient en remplaçant, dans 
[ 
W) + 
S1 donc le développement de w, en fraction continue régulière, 
est 


la fraction continue (9), { par / + 


(8) DUR, 5 Ph ave Îà 
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on en déduit 
(9) = |, 0, 4 L'E- Dep, coul: 


Si m + {est positif, cette dernière fraction continue est régu- 
lière, c’est la fraction qui représente w’. Il est visible que les deux 
fractions (8) et (9) sont identiques à parür du quotient incom- 
plet » et le théorème est démontré. 

Si mn + test négatif ou nul, on commencera par rendre régu- 
lière la fraction continue (9). Comme dans cette transformation 
les quotients incomplets resteront invariables, à partir d’un cer- 
tain d’entre eux, les fractions (8) et (9) sont identiques à partir 
de ce quotient incomplet-là. 


234. Nous avons dit plus haut que a — By —+ 1 ou —1, sui- 
vant que les éléments qui précèdent le quotient incomplet com- 
mun, dans les développements de w et de w/, sont en nombres de 
même parité ou non. 

La réciproque est vraie. 

En effet : 

ad — By = (— 1)X. 


D'ailleurs Æ est le nombre des éléments.a, b, ...,{. 

Or comparons les fractions continues (8) et (9). Dans ces 
fractions, les éléments qui précèdent le quotient incomplet com- 
mun À sont au nombre de 1 pour la fraction continue(8) et k +1 
pour la fraction (9). Ces deux nombres sont donc de même parité 
ou non, suivant que X est pair ou impair. Si la fraction (9) est 
régulière, le théorème est démontré. 

Sinon, on sait que, en rendant cette fraction régulière, le nombre 
des éléments modifiés dans le calcul est de même parité que ceux 
qui les remplacent. 

Donc le théorème est encore vrai dans ce cas. 

Mais il faut remarquer qu'il n’est pas impossible que deux 
nombres w, w/ soient liés à la fois par deux relations 


ed EC) 


[el 
y © + Pi 
M UEpe ne (ai 01— Bryi=—1). 
Y1UW 01 
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Si cela a lieu, il faut nécessairement qu'il y ait, dans w, deux 
quotients complets de rangs différents, qui soient identiques à 
un même quotient complet de w!, et par conséquent identiques 
entre eux. De plus, ces deux quotients doivent être séparés par 
un nombre impair de quotients incomplets. 

On en déduit facilement que les quotients incomplets de w 
forment une suite périodique. Nous reviendrons plus loin sur ces 
fractions continues périodiques. 


S III. — Distinction entre les nombres commensurables et les 
incommensurables. Recherche des racines commensurables des 
équations algébriques. Nombres algébriques. Théorème de Liou- 
ville. Classification des nombres incommensurables. 


235. La question suivante se pose maintenant : Un nombre 
étant défini par une suite infinie de nombres entiers, recon- 
naître si ce nombre est commensurable ou incommensurable. 


Cette question est loin d'êtrerésolue. Elle est d’ailleurs très vaste, 
à cause de la multitude de façons dont on peut composer la suite 
infinie qui définit un nombre. Mais nous possédons déjà les résul- 
Laits suivants : 


Un nombre étant défini par son développement en déci- 
males, pour que ce nombre soit commensurable, il faut et il 
suffit que la suite des chiffres soit, à partir d’un certain rang, 
périodique. 


Le développement en fraction continue donne un autre crite- 
rium. 


Pour qu'un nombre soit commensurable, il faut et il suffit 
que son développement en fraction continue soit limité. 


236. Racines commensurables des équations algébriques. — 
. 5 . 2 . # 
Soit une équation algébrique 
COCA DR n Te An — 0) 


dans laquelle les coefficients &s, a,,.... a, sont des nombres 
entiers. 
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Voyons d’abord si cette équation a des racines commensurables. 
Il suffit pour cela d'appliquer le théorème suivant : 


237. Taéorime. — St l'équation 
AL + Gal +... HG 18 + An = 0 


(Go, &i,--+, Ans, An étant des nombres entiers) a une racine 


nm mt, r . , . x 
commensurable Fa étant supposé une fraction réduite à sa 


plus simple expression; le polynôme premier membre de 


l’équation est algébriquement divisible par le binôme px — m, 
et tous les coefficients du quotient sont des nombres entiers. 


Que le polynôme premier membre de l’équation soit divisible 


algébriquement par px—m, cela résulte immédiatement de ce 
. Mile mn 

qu'il est divisible par x — + 
Quant au fait que les coefficients du polynôme sont entiers, 

ce n’est qu'un cas particulier du théorème suivant dû à Gauss : 


238. Si un polynôme à coefficients entiers 
AL + dal +. + an 


est divisible, algébriquement, par un autre polynôme à coefli- 


cients entiers 
boxb+ bixPt +, + D, 


dont les coeflicients sont premiers dans leur ensemble, les 
coefficients du quotient sont des nombres entiers. 


En effet, on peut en tout cas supposer les coefficients du quo- 
üent réduits au même dénominateur. 
COL Ci GIMP CG Va EC 


M 


7 le quouent, de sorte 


Soit alors 
que 
AT + Titi... An1T + An 


, Tr et 
10 COL EIC AT C7 1 LC 
( ) (Di TP EE Ori + bp 1x L (273) Ni (4 2 
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ou, pour abréger, 


rs 


se 


Il faut démontrer que M divise tous les coefficients de Ÿ; pour 
cela il faut démontrer que tout facteur premier p de M divise ces. 
coefficients. Or y divise tous les coefficients du produit & x Ÿ, 
d’ailleurs il ne peut pas diviser tous les coefficients de © (puisque 
par hypothèse ces coefficients sont premiers dans leur ensemble). 
On est donc ramené à démontrer le théorème suivant : 


Siun nombre premier x divise tous les coefficients du pro- 
duit de deux polynômes © < 4, et qu’il ne divise pas tous les 
coefficients de +, il divise tous les coefficients de Ÿ. 


D'abord, si x divise certains coefficients de #, on peut dans le 
produit © retrancher le produit de la somme de ces termes par d ; 
il reste le produit ©, Ÿ, +, étant un polynôme dans lequel aucun 
coefficient n’est divisible par x, mais tous les coefficients de ce 
produit étant divisibles par u. Pour ne pas multiplier les nota- 
tions, supposons que ce polynôme +, soit le polynôme ©. 

Les coefficients du produit 24% développé sont 


bo Co; 
Do ci + Dico, 


Docs + Dici + 0200, 


u divise tous ces coefficients. 

Le facteur premier u divisant D cs etne divisant pas à, divise cs. 

u divisant bc; + Dico, et divisant c, divise bic, ne divisant 
pas 0, 1l divise c,. 

p divisant bc, + bic, + bicy, et divisant c, et C1 divise bc»; 
ne divisant pas D, il divise €,, etc. 

On voit que u divise tous les coefficients Co Cu Te, Cre 
Le théorème est donc démontré. 


239. Revenons au cas particulier de ce théorème énoncé au 


o 997 sean Ne . 
n° 937 dont nous avons à nous occuper maintenant. 


RACINES COMMENSURABLES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. [ 


Sy | 
On 


Pour que l’équation 
(11) | ATH MEL, HA n1T + An = 0 


\ R mnt JIUR, , . \ 
admette la racine commensurable = {- étant réduite à sa plus 
P P 


simple expression ) il faut, avons-nous dit, que le polynôme 


ALT E Q m LE. EG x AR 


soit divisible par le binôme px — m et que tous les coefficients 
du quotient soient entiers. 

En particulier il en résulte que » doit être diviseur de @, et p 
diviseur de aÿ. Donc pour trouver toutes les racines commensu- 
rables de l'équation (11) il faut procéder de la façon suivante 
Prendre, de toutes les manières possibles, un diviseur de 4, 
comme numérateur, un diviseur de a, comme dénominateur ; 
parmi les fractions ainsi obtenues, ne garder que les irréducubles, : 


à LT 3 en on A 
et les faire précéder des signes + et —. Soit D des nombres 


. . . . m . CAES 
ainsi obtenus : pour voir si ce nombre e est racine, on divise f(x) 


par px — m; si dans le courant de la division on obtient au quo- 
tient un coefficient fractionnaire, ou si le reste de la division n’est 


nr . 
pas nul, — n’est pas racine. 
P 


D'ailleurs des circonstances particulières peuvent simplifier le 
calcul. 

En paruculier, l'Algèbre enseigne à trouver une limite supé- 
rieure et une limite inférieure des racines. I sera inutile d'essayer 
des nombres non compris dans ces limites. 

On voit aussi que f(x) étant divisible par px —m, et le quo- 
tient ayant ses coefficients entiers, si l’on donne à x une valeur 
entière, la valeur correspondante de f(x) sera un nombre entier 
divisible par la valeur correspondante de pæ — m. Par exemple 
fi) est divisible par p — on, f(— 1) est divisible par — p — m. 
Ces conditions restreignent les essais à faire sur p et m. 


240. Nombres algébriques. — Considérons maintenant une 
équation débarrassée de ses racines commensurables. Je suppose, 
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de plus, son premier membre débarrassé de ses facteurs multiples, 
d’après les règles données en Algèbre. 

Soit f(x) — 0. Nous allons montrer comment cette équation 
peut encore admettre comme racines des nombres incommensu- 
rables. Pour cela, donnons à æ une suite de valeurs commensu- 
rables | 


(12) | RUE ET ae a), 
et considérons les signes des expressions 
(13) Fa) JP) JTE EAN 


On démontre, en Algèbre, qu’il y a un nombre maximum de 
variations de signe que la suite (13) puisse présenter, quels que 
soient les termes extrêmes 4, À, et quelque rapprochés que soient 
les termes intermédiaires de la suite (12). On obtient ce nombre 
maximum de variations en donnant à & une valeur plus petite qu’un 
certain nombre A (limite inférieure des racines), à À une valeur 
plus grande qu’un certain nombre L (limite supérieure des racines), 
et en choisissant les termes intermédiaires successifs 6,+, ... 
différant entre eux de moins d’un certain nombre / (limite supé- 
rieure du module de la différence des racines deux à deux). On 
apprend d’ailleurs, en Algèbre, à déterminer À, L, £. 

Ceci posé, soient y, à, par exemple, deux termes consécutifs de 
la suite (12), tels que f(y) et / (è) soient de signes contraires, tels 
de plus que si lon insérait entre y et à un nombre quelconque de 
termes commensurables et que l’on substutuât dans f(x), la suite 
des résultats obtenus ne présentât jamais qu’une seule variation, 
quel que fût le nombre de termes introduits. Dans ces con- 
ditions on peut partager les nombres commensurables en deux 
classes : 

1° BE nombres commensurables non supérieurs à y, ou ceux 
qui, étant compris entre y et à, donnent à f(x) le signe de JU) 

2° Les nombres commensurables non inférieurs à 3, ou ceux 
qui, étant compris entre y et à, donnent à f(x) le signe de 7 (Oo): 

Aucun nombre commensurable n'échappe à cette classification 
puisque, par hypothèse, aucun nombre commensurable ua 


surable se 
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Ce nombre incommensurable Ë est racine de l'équation 


f(æ)=o, 


c'est-à-dire qu'on a 


En effet, on démontre en Algèbre que, si æ tend vers Ë, la va- 
leur du polynôme f(x) tend vers /(Ë). Or, d’après la définition 
de £, suivant que x tend vers £ par valeurs supérieures ou par va- 
leurs inférieures à Ë, f(æ)tend vers f(Ë) par valeurs d’un certain 
signe ou par valeurs d’un autre. Cela n’est possible que si 


fE)= 0. 


241. Les règles données en Algèbre pour la division des poly- 
nômes en æ s'appliquant quelles que soient les valeurs données 
au symbole +, on en conclut que, si l’équation f(x) — 0 admet la 
racine incommensurable &, f(æ) est divisible par x — £. On dé- 
duit de là qu’une équation algébrique de degré m a au plus m ra- 
cines ; le nombre maximum de variations de signe de la suite (13) 
dont on a parlé plus haut est donc au plus égal à m. 

Ce nombre maximum peut d’ailleurs être nul, c'est-à-dire qu'il 
peut arriver que l'équation f(x) —0o n'ait pas de racines. 

Les nombres incommensurables ainsi définis comme racines 
d'une équation algébrique s'appellent nombres algébriques. 


249. Degré d’un nombre algébrique. — Il vient naturelle- 
ment à l’idée de classer les nombres algébriques d’après le degré 
de l’équation à coefficients entiers qui les définit; mais un nombre 
algébrique pouvant être racine de plusieurs équations algébriques 
à coefficients entiers, nous dirons : on appelle degré d’un nombre 
algébrique, le degré de l’équation où des équations algébriques 
à coefficients entiers de plus petit degré possible dont ce nombre 
est racine. 


943. Équations et polynômes trréductibles. — On dit qu’un 
polynôme à coefficients entiers f(x) est irréductible lorsqu'il 
n’est divisible par aucun polynôme à coefficients entiers de degré 
inférieur à lui, pas même par un polynôme de degré zéro. Un 
polynôme de degré zéro est un nombre. Les coefficients d’un 

CG: 12 
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polynôme irréductible ne sont done pas tous divisibles par un 
même nombre, autrement dit ils sont premiers dans leur ensemble. 
Le polynôme f(x) étant irréductible, l'équation f(x) = 0 est 
dite aussi rréductible. 
Mais comme une équation n’est jamais définie qu'à un facteur 
numérique près, nous dirons encore qu’une équation f(æx)— 0 
est irréductible, lorsque son premier nombre devient irréductible 


après suppression d’un facteur numérique commun à tous ses 
PP q 


coefficients. 


244. Tuéoriue. — L'équation à coefficients entiers de degré 
le plus petit possible à laquelle satisfait un nombre algébrique, 


est irréductible. 


En effet, soit f(x) — o cette équation. Si elle n’était pas irré- 
ductible, le polynôme f(x) serait divisible par un polynôme à coef- 
ficients entiers 9(x) de degré inférieur et l’on aurait 


f(z)= o(r) Y(z). 


On peut supposer que #(x) a ses coefficients premiers dans 
leur ensemble; alors, Ÿ(x) a ses coefficients entiers (n° 238). 

Le nombre algébrique en question serait alors racine de l’üne 
des équations 9(x) — o ou Y(æ) = 0. Donc l'équation f(x) —0 
ne serait pas équation de degré le plus petit possible à coeffi- 
cients entiers à laquelle pourrait satisfaire ce nombre, ce qui est 


contre l'hypothèse. 


245. Réciproquement : Si un nombre algébrique Ë satisfait 
à une équation 1rréductible f(x)—0, le nombre £ ne peut 
satisfaire à une équation à coefficients entiers de degré infe- 
rieur à celui de f(x). En effet, si le nombre Ë satisfaisait à une 
équation #(x)— 0 de degré inférieur de f(x), le nombre E satis- 
ferait aussi à l'équation D(x) — 0, D(x) étant le plus grand 
commun diviseur entre f(x) et o(x). 

Ce plus grand commun diviseur, obtenu par des divisions suc- 
cessives, est à coefficients commensurables. Il est de degré au plus 
égal à celui de o(x), donc de degré inférieur à celui de GE 
d’ailleurs il divise f(x). Donc l'équation f(æ) = 0 ne serait a 


irréductuble. 
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246. Taéorime. — Quand une équation à coefficients entiers 
F(æ)=0o admet une racine Ë, d’une équation irréductible 
f(x) = 0, elle les admet toutes. 


En effet, le nombre Ë est aussi racine de l'équation obtenue en 
égalant à zéro le plus grand commun diviseur D(x) entre F(x) 
et f(æ). Mais, comme l’équation f(x)—o est irréductible, f(x) 
ne peut avoir d’autre diviseur que lui-même. Donc l'équation 
D(x) = o est identique à l’équation f(x) — 0. 

Or l'équation F(x)=— o admet toutes les racines de Péquation 
D(x)=— 0, puisque D(x) est un diviseur de F(x) : le théorème 
est donc démontré. 


247. En particulier, si deux équations irréductibles ont une 
racine commune, elles sont identiques. En d’autres termes, un 
nombre algébrique déterminé ne satisfait qu’à une seule équation 
irréductible. 

De ce dernier résultat combiné avec les théorèmes des n° 244 
et 245, il résulte que la définition du n° 242 peut être modifiée 
de la facon suivante : 


On appelle degré d’un nombre algébrique le degré de 
l'équation irréductible à laquelle il satisfait. 


m LS ù 
Remarquons qu’un nombre commensurable # satisfaisant à 


une équation du premier degré px — m—o, les: nombres com- 
mensurables peuvent se définir comme étant les nombres algé- 
briques du premier degré. 


248. Le fait qu'un nombre algébrique du degré m déterminé 
correspond à une équation irréductible de degré m déterminée 
peut être considéré du point de vue annoncé au n° 204. 

La connaissance d’un nombre algébrique détermine complè- 
tement les m» +1 coefficients de l’équation irréductible corres- 
pondante (supposés premiers dans leur ensemble). La réciproque 
n’est pas toujours vraie, car si ces m» +-1 coefficients sont connus, 
l'équation est déterminée, mais elle peut avoir plusieurs racines. 
Dans ce cas, on définira le nombre algébrique par une condition 
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2 Q NEA . 
supplémentaire, comme, par exemple, d’être compris entre deux 


nombres donnés. L 
Quoi qu’il en soit, on voit qu'il est Imutüle, pour définir les 


nombres algébriques, d’avoir recours, comme pour les nombres 
incommensurables en général, à une suite infinie de nombres en- 
tiers. C’est à ce point de vue que s’est placé Kronecker; mais bien 
que la définition du nombre algébrique soit ainsi plus simple, 


l'application est plus pénible. 


249. On remarquera l’analogie qui existe entre les polynômes 
trréductibles et les nombres premiers. 

On peut d’ailleurs faire une théorie des polynômes en x à coef- 
ficients entiers complètement analogue à celle des nombres en- 
tiers. L’addition, la soustraction, la multiplication de tels poly- 
nômes, donnent toujours naissance à des polynômes de même 
nature. Pour la division, il suffit qu’un polynôme dividende soit 
divisible algébriquement par un polynôme diviseur, pour que, en 
supposant Les coefficients du diviseur premiers dans leur ensemble, 
il existe un quotient à coefficients entiers (n° 238). 

La théorie du plus grand commun diviseur subsiste sans modi- 
fication. Les polynômes irréductibles sont analogues aux nombres 
premiers absolus. Tout polynôme à coefficients entiers est décom- 
posable, d’une seule façon, en un produit de polynômes irréduc- 


tibles ; etc. 


250. Maintenant, il faut résoudre le problème suivant : 


Un nombre algébrique étant défini par une équation algé- 
brique à coefficients entiers f(x) —o et par une condition sup- 
plémentaire | par exemple, par la condition d'étre compris 
entre deux nombres a et b, ne comprenant qu’une racine de 
l’équation f(x) = 0 |, trouver le degré de ce nombre. 


Ce problème revient immédiatement au suivant : 


Décomposer un polynôme f(x) à coefficients entiers en fac- 
teurs irréductibles. 


On sait que cette décomposition n’est possible que d’une seule 


NOMBRES ALGÉBRIQUES. ISI 


manière (n° 249). On peut d’ailleurs supposer que les coefficients 
du polynôme f(x) soient premiers dans leur ensemble. 

On peut aussi supposer que le polynôme f(x) n'ait pas de 
facteurs multiples, car l’Algèbre apprend à trouver ces facteurs. 

Pour effectuer la décomposition demandée, cherchons d’abord 
si f(x) a des diviseurs du premier degré, ces diviseurs étant cer- 
tainement irréductibles. Cette recherche revient immédiatement à 
celle des racines commensurables, dont on a parlé au n° 239. 

Cette recherche effectuée, on divise f(x) par le produit de ses 
facteurs irréductibles du premier degré, et l’on obtient un quo- 
uent f,(æ) qui n’a plus que des facteurs irréductibles du second 
degré au moins [puisque f(x) n’a pas de facteurs du premier 
degré, multiples ]. 

Soit 


(14) ax?+ br+ oc 


un tel facteur. 

a est diviseur du premier coefficient de fi (x), c est diviseur du 
dernier; on aura donc un nombre limité de systèmes de valeurs 
possibles pour a et c. 

D'ailleurs, f ,(æ) étant divisible par ax? + bx + c, et le quo- 
tient ayant ses coefficients entiers, si l’on donne à x une valeur 
entière, la valeur correspondante de f,(æ) sera un nombre entier 
divisible par la valeur correspondante de ax?+bx<+c. Par 
exemple, f,(1) est divisible par a + b+ c. Il en résulte qu’à 
chaque système de valeurs possibles pour &, b, c, correspond un 
certain nombre de valeurs possibles pour D. Il reste à essayer les 
polynômes obtenus et à voir s'ils sont réellement diviseurs de 
fi(æ). [Si, parmi les polynômes du second degré obtenus, il y en 
a certains que l’on aperçoit ne pas être irréductibles, il est inutile 
de les essayer : ils ne peuvent être diviseurs de f(x), car f,(x) 
n’a pas de facteur irréductible du premier degré. | 

Les polynômes irréductibles du second degré, facteurs de f,(x) 
étant trouvés, on divise f,(x) par le produit de ces facteurs; on 
obtient un quotient f(x). 

On cherche les facteurs irréductbles du troisième degré de 
f(x) par une méthode analogue, en considérant les valeurs +1 
et —1 de æ par exemple, et ainsi de suite. 
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Exemple. — Soit le polynôme 


f(x) = 621— 2974 58%5— 4oæt— 57x84 139%?— 111% + 36. 


On trouve comme facteurs du premier degré 2æ— 3 et 3x —4, 
et si l’on divise le polynôme proposé par le produit 


(2&—3)(3% — 4), 
on trouve comme quotient 


fat) = 22% Fo mir San. 


Soit ax?+ bx + c un diviseur du second degré de ce poly- 
nôme. 
a est diviseur de 1, donc 


c est diviseur de 3, donc 


C— = NOUS. 


Enfin a + b+c est diviseur de f,(1), c’est-à-dire de 2, donc 


E)> 
CAD O=TENOIN SE) 


On trouve les polynômes suivants comme facteurs possibles du 
second degré : 


Ha x +1), H(a?—3x+1), H(x?+i), (x? 4x +1), 
Eat mur), Eat z— 1), Er 25 — 1), (22070), 
H(at—3m+3), Æ(rt—5m+3), E(x—02r+3), E(x?2=67 +3), 
(ES rs) a a) Er 73) (GS) 


suffitévidemment d'essayer les polynômes précédés du signe +. 
On restreint le nombre des essais en remarquant que f,(— 1) ou 6 
doit être divisible par & — b + c, de sorte que à — b + c ne peut 
étre tal qui ES ER RUE 

D'ailleurs tous les polynômes satisfaisant à ces conditions sont 
irréductibles, il faut donc les essayer tous. 

On voit que la méthode entraîne des calculs pénibles. Dans le 
cas présent, on trouvera que x?— 2x + 3 est seul un facteur de 
f,(æ) et que le quotient est 


fax) = 2 — 5 +1. 


Le polynôme /,(æ) étant du troisième degré, et ne pouvant avoir 
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de diviseur du premier ni du deuxième degré, est irréductible. 
En définitive, la décomposition de f(x) en facteurs irréducti- 
bles est 


f(æ)= (22% —3)(3x — {)(x?— 25 +3)(xi—x +1). 


Les méthodes connues en Algèbre permettent de voir que 
l'équation +? — 2x + 3 — o n’a pas de racine, et que l'équation 
LT LT — 0 a une racine. 

Donc l'équation f(x) — 0 a deux racines commensurables, et 
une racine qui est un nombre algébrique du troisième degré. 


251. Définitions. — Les différents nombres algébriques, racines 
d'une même équation irréductible, s'appellent conjugués. 

Nombres transcendants. — Les nombres incommensurables 
qui ne sont pas algébriques sont dits transcendants. 

L'existence de tels nombres n’est pas évidente à priori, elle 
sera démontrée plus loin. 


252. La question suivante se pose maintenant : 


Un nombre incommensurable étant défini, reconnaitre sice 
nombre est algébrique ou transcendant. Dans le cas où ilest 
algébrique, trouver son degré. 


Cette question, généralisation de celle posée au n° 235, est, 
comme elle, loin d’être résolue. Elle est d’ailleurs aussi très vaste. 

Nous avons rappelé plus haut (n° 235) comment le développe- 
ment en décimales, ou celui en fractions continues, permet 
de distinguer les nombres commensurables, ou algébriques du 
premier degré, de tous les autres nombres. 


253. Le développement en fraction continue porte plus loin :il 
permet de distinguer les nombres algébriques du second degré, au 
moyen du théorème suivant dû à Lagrange : 


Tout nombre algébrique du second degré est développable 
en fraction continue périodique, et, réciproquement, toute 
fraction continue périodique est égale à un nombre algébrique 
du second degré. 


Une fraction continue périodique est une fraction continue dont 
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les quotients incomplets se reproduisent périodiquement à parur 
d’un certain rang. 


954. Avant de démontrer le théorème de Lagrange, nous ferons 
les remarques générales suivantes sur le développement en frac- 
tions continues des nombres algébriques de degrés quelconques. 

Soit une équation algébrique de degré ñ n’ayant pas de racine 
multiple 


(15) ER) = © 


Soit £ une racine de cette équation, définie par le fait qu’elle est 
séparée, c’est-à-dire qu’elle est comprise entre deux nombres æet, 
et qu’elle est la seule comprise entre « et £. 

Pour la développer en fraction continue nous suivrons la 
méthode du n° 227. 

Soit donc a, la partie entière de Ë, nous poserons dans l’équa- 
tion (15) 


I 
T = A+ —- 
T1 


L’équation qu’on obtient pour x,, 
(16) Jiæi) = 0 
est également algébrique et de degré n. 

A la racine £ de l’équation (15) correspond une racine Ë, de 
l'équation (16) plus grande que 1. De même, toutes les racines de 
l'équation (16) correspondant à des racines de l’équation (15) 
ayant a, pour partie entière sont plus grandes que 1. Certaines 
d’entre elles peuvent avoir même partie entière que £,. 

Mais les racines de l’équation (16) qui correspondent à des 
racines de l'équation (15) n’ayant pas à, comme partie entière, 
sont plus petites que 1, et, par suite, n'ont pas même partie 
entière que £,. 

Maintenant soit &, cette parte entière de £,, nous poserons dans 
l'équation (16) 

I 
Ti = A + —e 
To 

L’'équation qu’on obtient pour +», 

(17) f1(t2) =.0 


est encore algébrique et de degré m. 
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A la racine £, de l’équation (16) et à toutes celles qui ont a, 
pour partie entière, correspondent des racines de l'équation (15) 
plus grandes que 1; mais aux autres racines de l’équation (16) 
correspondent des racines de l’équation (17) plus petites que r. 

En continuant ce procédé, comme il est impossible que deux 
racines de l'équation f(x) — 0 aient indéfiniment les mêmes quo- 
uents incomplets (puisque, si cela avait lieu, elles seraient égales, 
et qu'on a supposé l’équation (15) débarrassée de ses racines 
égales) on sera conduit à une équation 


Jar) —10 


ayant une seule racine &; plus grande que 1. Soit axys la partie 
entière de Ex. 
Si maintenant on pose 


I 


Tr= x + ? 


T1 
l’équation en æ4,, aura une racine positive correspondant à Ex et 
toutes les autres seront négatives; et il en sera de même dans 
toutes les équations suivantes. 


255. Nous allons maintenant établir une relation de grandeur qui 
existe entre les coefficients des équations successives fx(4x) = 0. 


Re Un: > PAR , 
Sont, la (k — 1) et la kite réduite du développe- 
Qx1 Qx 
ment de Ë. 
Pour avoir le (k+ 1)" quotient incomplet, il suffit, dans 


l'équation f(x) = 0 qui définit +, de poser 


227 te Pre 
PR 
QxTr + Qx=1 


et de calculer la partie entière de x4. L’équation en x4 est donc 


(RE (=) A 


Qxxx+ Qx1 
ou, en rendant homogène la fonction /f, 


F(Prar+ Pr-1, Quar+ Qr1) = 0, 
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ou en développant 


(ær)? f(Px, Qx) 
(18) a CET Oro) PE 07010 


Considérons les coefficients de cette équation, le premier est 
f(P — Q Bin Px : 
Ao= f\ k Qx) = ( k) Ok 
Posons É 
Il en résulte 


Ao= (Qt) FE + 2x) 


ou 


à ec? ct 
=(Qr" [eafi+ NA NT ne | 
[22 5 


[puisque F(Ë)— 0 |. 


Maintenant, d’après ce qu’on a vu au n° 226, 


NT 
ES OO NOE 
Donc 
Lol (Qu LfE 1 + ue T0: [fé ra TE. fes |+ _ er ULE 1/81]; 


et comme Q,>1 et que |f:|,|f2|, ete., sont plus petits que des 
nombres fixes (indépendants de Æ), on voit que 


| Ao | € &(Qzx)7?, 


20 étant un nombre positif fixe. 
Le second coefficient de l’équation (18) est (en appelant + et d 
les dérivées de f(x) par rapport à + et à une variable d'homo- 


généité y), 
da do tt (1) (8) 
= QT Qual(E + 8x1) DCE + ex) + VUE + ex)]. 


Q: Qx 


Si l’on développe la Tres entre crochets, le terme indépen- 
dant des e se réduit à /'(£), c'est-à-dire à zéro. 
Les termes du premier degré, par rapport aux €, sont 


ei PE) + [ÉS'(E) + V'(E) lex; 


THÉORÈME DE LIOUVILLE. 187 


ils sont plus petits en valeur absolue que Go mulüplié par un 


nombre fixe. 


Quant aux termes de degré supérieur par rapport aux €, par 
exemple les termes de degré p, en les calculant, on voit qu'ils 
sont plus petits en valeur absolue que des quantités de la forme 


I Lie An TR 
QE QT multipliées par des nombres fixes; à fortiori, sont 


: I TE 
elles plus petites que 0.01. multi plié par un nombre fixe. 
(4 hi —1 
Il en résulte que 


(AE er Q 72, 


4, étant un nombre fixe. 
Ilen est de même pour tous les coefficients de l’équation (18). 
Tous ces coefficients sont, en valeur absolue, plus petits 


H—2 


que Q% * multipliés par des nombres fixes, indépendants de X. 


256. De cette relation de grandeur à laquelle doivent satisfaire 
les coefficients des équations successives f(x) = 0, nous allons 
en déduire une autre relative aux quotients incomplets eux-mêmes. 

On sait, en effet, que la seule racine positive de l'équation 
fx(xx) = 0 est plus petite que 


se 
RAT 


et a fortiori que 

1+N, 
N désignant la valeur absolue du plus grand coefficient négatif 
dans l'équation. Il en est de même, « fortiort, du quotient in- 
complet 4x41, d’où, d'après ce que l’on a dit plus haut, 


(19) A+ < 2072 


4 étant un nombre fixe. 
Ce théorème est dû à Liouville, qui l’a démontré d’une autre 
facon (!). 


(2) Sur des classes très étendues de quantités dont la valeur n'est ni alge- 
brique, ni méme réductible à des irrationnelles algébriques (Journal de Liou- 
ville, t. XVI). La démonstration de Liouville est plus simple que la nôtre, mais 
elle ne donne pas le théorème de Lagrange comme cas particulier. 
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257. Comme le remarque Liouville, ce théorème prouve l’exis- 
tence de nombres incommensurables transcendants, existence qui 
n’est pas évidente «a priort. 

Il est, en effet, bien évident que l’on peut choisir une suite de 
nombres entiers &i, &»,-.., ax, ... tels que, quels que soient les 
nombres fixes à et n, l'inégalité (19) ne soit pas vérifiée pour 
toute valeur de  ; il suffit, par exemple, de prendre 


&k+1 > QU ; 


la valeur de la fraction continue dont les quotients incomplets 
sont @i,@2,..., 4x, ... est nécessairement un nombre incommensu- 


rable transcendant. 


$ IV. — Nombres algébriques du second degré. 


258. Dans le cas où n — 2, Qÿ * se réduit à r, donc les iné- 
galités précédentes montrent que les coefficients A,, A,, A, sont 
inférieurs, en valeur absolue, à des nombres fixes. 

Donc, après un certain nombre d'opérations on retombe sur 
une équation déjà trouvée; ces équations et, par suite, les quo- 
üents incomplets, se reproduisent périodiquement à partir d’un 
certain d’entre eux. On a donc le théorème de Lagrange, que nous 
avons déjà énoncé au n° 253 : 


Les nombres algébriques du second degré se développent en 
fraction continue périodique. 


259. Vu l'importance de ce théorème, nous allons en donner 
une démonstration directe. Cette démonstration repose sur le 
lemme suivant : 


LEmme. — Soit une équation du second degré à coefficients 
entiers 
(20) at?+br+c—=o. 


Si l’on pose 


I 
(21) T=M+—); 
7 


m élant un nombre entier, y satisfait à une équation du second 
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degré à coefficients entiers 


a'y?+ d'y +c'=o, 
telle que 


En effet, en remplaçant z par sa valeur (21) dans l'équation (20), 
on trouve 


1 \? 1 
a(m+=) +b(mær)+e=0 
SA he 


ou 
(am? + bm+c)y?+(2am+b)y+a=o, 


équation à coefficients entiers. Or, si l’on pose 


am?+ bm+ce— a, 
2am + b — D}, 
a = GC! 
on a 
b?— 4&a'c'=(2am+b}—4{(am?+ bm+ec)a = b?— 4 ac. 


260. Ce lemme démontré, supposons que nous ayons à déve- 
lopper en fraction continue, une racine positive d'une équation 
du second degré. On sait qu’en suivant la méthode indiquée 
au n° 254, on est amené, après avoir trouvé un certain nombre 
de quotients incomplets, à une équation qui n’a qu’une racine 
positive. Nous raisonnerons donc sur une telle équation, c’est- 
à-dire sur une équation 


(22) ax?+ bx +c—o, 


dans laquelle & et c sont de signes contraires. 
Soit m, la partie entière de la racine positive, nous devons 


poser 


I 
D ee ne) 
T1 


et nous obtenons pour x, une équation du second degré 
(25) dt? + biti+ = 0, 
ayant une seule racine positive, et, par conséquent, dans laquelle 


a, et c, sont de signes contraires. 
Soit m, la partie entière de la racine positive de cette nouvelle 
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équalion, nous posons 


T 
NM Em ES) 
l2 


et nous obtenons pour æ»> une équation 


(24) A2? + byGa+ C2 = 0, 


ayant une seule racine positive, el, par conséquent, dans laquelle 
a> et ©, sont de signes contraires. 

Et ainsi de suite; les quotients complets successifs sont déter- 
minés par les équations (22), (23), (24) et les suivantes 


A3 43 + b3ta+ C3 = 0, 
a, 2? + bit + Ci, = 0, 
} 
et l’on a 


(25) D ac— 0 Naics bi Karc 


et, de plus, 


AC 0; LION MO; A3 C2 << O0, 


Mais le nombre des équations du second degré Ax?+Bx+C—o 
satisfaisant à ces conditions est limité. En effet, si l’on appelle A 
la valeur commune des quantités (25), on a 


Bi LAC A 
avec 
AC 
On en déduit 
B2< A, 
d’où 
1B| < VA. 


On voit que si l’on appelle À le plus grand entier contenu dans 


VA, le nombre B ne peut avoir que les valeurs 


OR 0 = 


p) o] 


ENT Ee x , RU 
D'ailleurs, à une valeur déterminée de B, correspond pour À 
et C un système de valeurs devant satisfaire à la condition 


B?2— A 


4 


AGE 


Le nombre de ces systèmes de valeurs est également limité. 
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Puisque le nombre des équations satisfaisant aux conditions 
indiquées est limité, les quotients incomplets qui sont les racines 
positives de ces équations, sont aussi en nombre limité. Donc, si 
l’on effectue la réduction de + en fraction continue, il arrive un 
moment où l’on tombe sur un quotient incomplet déterminé par 
une équation identique à celle qui définissait un quotient incom- 
plet précédent. Il est clair qu’à partir de ce moment, les équations 
et, par suite, les quotients incomplets se reproduisent périodi- 
quement. : 


Exemple. — Soit l'équation 
1372 — 69% + {9 = 0. 


Cette équation a une racine comprise entre 4 et 5; c’est celle 
que nous voulons développer. On a les équations suivantes : 


CU ? 


1 
T1 
19%? — 35%) — 13 — 0, 


I 
Bi = 2 + —») 


2 


T3 — {1Y23—19 = 0, 


‘ 


FA FPE 
1922-30 Zy— 10 — 0, 


L'équation en +, est identique à l’équation en +,. On a donc 


la période étant 


261. La réciproque du théorème précédent est vraie : 


Toute fraction continue périodique est égale à un nombre 
algébrique du second degré. 
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En effet, soient 44 le premier quotient incomplet de la première 
période, À le nombre de termes de la période, de sorte que 


Ar = Ak+h) 


et aussi 
Li = Th+h—1- 


Soit x la valeur de la fraction continue illimitée. 


On a 


Prnvri-Pre Ppin1Tr + Prin 
di = , 
Qratrit Que Qurh1th1 +0 
ou 
(0717 Pr; )TiR CRO ET Pre —=o, 


(Qxrn17 — Prin 1)Zr 1 + Qrrn-oT — Prrn-2= 0. 


Éliminant #4_, entre ces deux équations, on trouve une équa- 
üon du second degré x, 


(Q x1 Quinn — QroQrrn 1)? 
(26) — (Qx1 Pren-2 — Que Prsp 1 + Pr Qrrn-o— Pyr2Qx+n 1) 
| + Pr Prin o— Pr 2Prip 1= 0. 


On voit facilement que cette équation a une racine comprise 
Pr 
Qx-) 


à +, dans le premier membre, sont égaux respectivement à 


D AIRLe 
entrer ct 


Or Or 
= 


(0727 


- En effet, les résultats de substitution de 


et 


(— 1) Ori (<= Pr ) 
Qx Q x Qxrn-0 


et à 


(—œ1#Qrin (= _ Prrns ) È 
Qx1 Qx-1 QE 


D'après les théorèmes connus sur le degré et le sens de l’ap- 
proximation des réduites successives, il est visible que, dans tous 
les cas, ces deux quantités sont de signe contraire. 

C’est cette racine qui est égale à x. 


262. Fractions continues périodiques simples, fractions 
continues périodiques mixtes. 


On appelle fraction continue périodique simple une frac- 
tion dont la période commence au premier quotient incomplet, 
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c’est-à-dire une fraction de la forme 


ÉCIMUIRRRESU EEE TE 
ÉERE Des | 


Au contraire, on appelle fraction continue périodique mixte, 
une fraction dont la période ne commence pas au premier quo- 
Uent incomplet. 


263. Posons-nous la question suivante : £'tant donné un 
nombre du second degré, reconnaitre st ce nombre se réduit en 
fraction continue périodique simple ou er fraction périodique 
nuixte. 


D'abord un nombre du second degré négatif donne naissance à 
une fraction continue dont le premier quotient incomplet est 
négalif, donc nécessairement à une fraction périodique mixte. 

Ne considérons donc plus que les nombres du second degré 
positifs. 

Nous allons d’abord étudier la question réciproque de la ques- 
tion proposée, à savoir : suivant que la fraction continue est 
simple ou mixte, quelles sont les propriétés des racines de l’équa- 
tion à laquelle satisfait cette fraction. 


264. Taéorsmue. — L’équation du second degré à laquelle 
satisfait la valeur d’une fraction continue périodique simple 
a ses deux racines x,, x, de signes contraires. De plus, ces 
racines satisfont aux inégalités 


(27) St eo 1e. 
En effet, soit la fraction 


(28) PORT PET cb si, 


l'équation à laquelle satisfait la valeur de cette fraction s'obtient 
en faisant À — 1 dans l’équation (26), ce qui donne [en se rappe- 
lant (n° 90) que P,—1, Qi, =6; 0—=:1] 


Qnar?E(Qr 1 P,)r— SAN 
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Il est évident que cette équation a ses deux racines de signes con- 
traires. 

D'autre part, la racine positive de cette équation, étant égale à la 
fraction continue (28), est plus grande que a et, par suite, que 1. 


Enfin, si nous remplaçons æ par —1 dans le premier membre 
de l'équation, nous trouvons 


Qu— Qui + Pr— Pr, 


quantité évidemment positive; donc —1 est extérieur aux racines; 
d’ailleurs, ne pouvant être plus grand que la plus grande, qui est 
posiuve, il est plus petit que la plus petite. 

Les inégalités (27) sont donc établies. 


265. Taéonkue. — L’équation du second degré, à laquelle 
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixte, dont la 
partie irrégulière ne contient qu'un quotient incomplet, peut 
avoir ses deux racines æ,, æ, positives, ou ses deux racines de 
signes contraires; mais, dans ce dernier cas, la racine néga- 
tive est plus petite que —1. 

Soit 

Ni; CU DAS Ee RGO ERRNE di 
MR ER 0 LL.” pi 
la fraction considérée. 
La valeur de cette fraction est racine d’une équation qui s’ob- 
tient en faisant À — 2 dans l'équation (26). On trouve ainsi, en 
remarquant d’ailleurs que P, = 7m et Q,—:1, 


Que?—(Pr+ mQn— Qur1)r + mPr— Py14= 0. 
Le produit des racines est 


m P, Ca Pre 1 
(op? 


ou, en remplaçant P;,, par {P,+P,; ,, 


(in, = l)Pr— Pr 


Q» 


S1 mn > l, comme d’ailleurs P; > P,_,, ce produit est positif. 
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D'ailleurs lune des racines est égale à la valeur de la fraction con- 
üunue que l’on a supposée positive. 

Donc si m > { les deux racines sont positives. 

m ne peut pas être égal à /, parce qu’alors la période commen- 
cerait au premier quotient incomplet, et la fraction serait pério- 
dique simple. 

Si m< l, le produit des racines est négatif; les racines sont 
donc de signes contraires. 


Remplaçons alors + par — 1 dansle premier membre de l’équa- 
tion; nous trouvons 


(Qu+ Pr) + M) —(Py41+ Qr+1) 


ou, en remplaçant P;,, et Q4,, par {P;+ P;, et (Q;+ Q4;, 


(Q x + P;)(G mm M) — (LQx+ (Oy* + LP + 2721) 
ou 


OP) Or NO EP) 


Or 1 + m — L étant négatif ou nul, ce résultat de substitution 
est négatif. Donc la racine négative est plus petite que —1. 


266. Tuéoriue. — L’équation du second degré, à laquelle 
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixte, dont la 
partie irrégulière contient deux quotients incomplets, a ses 
deux racines positives, excepté si le premier quotient incomplet 
est nulet le second plus petit que le dernier quotient incomplet 
de la période. Dans ce cas, les ‘racines sont de signes Con- 
traires, mais la racine positive est plus petite que 1. 


En effet, soit 
Hs DNS ELA RONC EU 
ne Fr 


la fraction proposée. On obtient l'équation à laquelle elle satisfait 
en faisant, dans l'équation (26), k—3; on trouve ensuite, par un 
calcul analogue au précédent, pour produit des racines 


[l 1 h 


m Pr Pat 


n ee 
m . 


=  } 
Qh Qn+1 
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n — l'n'est pas nul, car sinon la période commencerait un rang 


4 2 EE 
plus tôt qu’on n’a supposé. Donc, si » nest pas nul, les quan- 


Me Pr, Qhrépnt plus petites que 1, on voit que les deux 
MP; 1 Q 71 ; 
termes de la fraction sont du signe de n —{/; donc cette fraction 


est positive, et les deux racines sont de même signe. D'ailleurs 
l’une d’elles (la valeur de la fraction continue) est positive. Donc 
elles le sont toutes les deux. 

Si m — 0, la fraction se réduit à 


uités 


On Ci Ügac on Us Gi D Pre 


PSS de 7 


Elle est égale à l’inverse de la fraction 


PAS ep | 
rm, . |. 

Donc l'équation dont dépend la première fraction a comme ra- 
cines les inverses de celle dont dépend la seconde fraction. Or on 
sait que, ou bien la seconde équation a ses deux racines positives 
(si n>l), il en est alors de même de la première; ou bien la 
seconde équation a une racine positive plus grande que 1, et une 
racine négative (si n <<); alors la première a une racine positive 
plus petite que 1 et une racine négative. 


267. Tnéorëme. — l'équation du second degré, à laquelle 
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixte, dont la 
partie irrégulière contient plus de deux quotients incomplets, 
a ses deux racines positives. 


En effet, soit 


[és ON AE cu NUE nn Un és) 
De 4 DR 


celte fraction, la partie irrégulière contient Æ — 1 termes. 
L’équation à laquelle satisfait cette fraction est l'équation (26). 
Le produit des racines est 


Prin mn Ppelrs 
Qx1 Qx+h-2 — Qr2 Quinn 
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qu’on transforme facilement en 


(PPxr-s+ Pers) Prin-o — Pyro(lPyrn-2 + Prrn-s) 
(PQx-s + Qx-3)Qxrn-s — Qrra(lQrrn-2 + Qrrn-s) 


ou 


Px-3 à Prrn-s 


P 4-2 Pr rer nee 

Î a ? 
pis es _ Quins Qu Quens 
Qx Qxrne 


; PEYRE " me 

p — l'est un entier non nul; ==, =, Que, Quen=s 

Pro Prrno Qx->2 Qx+n-2 

fractions plus petites que 1; donc ce produit est positif. Donc les 
deux racines sont de même signe et, par suite, positives. 


sont des 


268. Conclusion. — Des théorèmes précédents on conclut que 
les racines de l’équation du second degré à laquelle satisfait une 
fraction périodique simple satisfont aux inégalités (25), mais 
que les racines de l'équation du second degré à laquelle satisfait 
une fraction non périodique simple n’y satisfont jamais. Donc : 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre 
algébrique du second degré soit convertible en une frac- 
tion continue périodique simple est que ce nombre soit plus 
grand que 1 et que Son conjugué soit compris entre o et — 1. 

Soit 

Ar 9 bre Ce — 0 


l'équation dont ce nombre est racine. 
Les conditions précédentes donnent 


(@—2b+c)c<o, 


(a+2b+c)a<o. 


269. Condition pour que deux nombres algébriques du se- 
cond degré w, w' donnent naissance à deux fractions conti- 
nues dont les périodes soient formées des mêmes termes, se 
succédant dans le même ordre, les périodes ne différant que 
par le terme initial. 


Autrement dit, les deux périodes se déduisent l’une de l’autre 
par permutation circulaire des éléments. 


4 
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Si les deux périodes étaient écrites sur une circonférence, de 
façon que le dernier terme revint se placer à côté du premier, 
elles seraient identiques. 

Il est bien évident que cela revient à dire que les deux fractions 
continues sont identiques à partir d’un certain quotient incom- 
plet et réciproquement. 

Donc la condition cherchée est (n° 233) qu’il existe entre les 
deux nombres w, w/ une relation de la forme 


2, B, y; à étant quatre nombres entiers satisfaisant à l’une des 
conditions 
== By EE 


Nous terminerons ces considérations sur les fractions continues 
périodiques par le théorème suivant qui nous sera utile plus tard : 


270. THéorÈme. — Soit 
PARC TARA 


une fraction périodique simple dont la période contient 
h éléments. Sih est impair, il existe quatre nombres entiers 
À, u, v, o satisfaisant à l'égalité 


(29) Àp — po ——17 


et tels que 


(30) en NT ER 
VT +0 : 


Réciproquement, si la valeur x d’une fraction périodique 
simple satisfait à une égalité de la forme (30), », , Y, p étant 
des nombres entiers satisfaisant à l'égalité (29), le nombre 
des termes de la période de x est impair. 


; NA À U. : 
En effet, si l’on désigne par set la dernière et l’avant-der- 
0 


nière réduites de la fraction continue limitée 


RAP IE 
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on a, d’une part, 
ne Àæ + H 
MIE 2 
et, d’autre part, 
À — pv = (— 1) ——7. 


Réciproquement, si l'on à 


+ Âm+u 
ÿ +: MS ? 

et 

| À0 — pv —=— 1, 
h est impair. 
“ RE Âm + ane 
En effet, l'égalité &æ — =" est un cas particulier de l’éga- 
) VT + 0 # 
À 


lité (6) du n° 333, w’ et w étant égaux à +. 
Soit donc 


ce développement étant écrit de façon qu'il ait un nombre impair 

117 , ’ Q I 
2p +1 d'éléments (9 étant remplacé au besoin par 0 — 1 + 2): 
on en déduit, comme au n° 233, 


Cereal (RER GHU o0en Cannes Vos « 
SE 


Si cette fraction est irrégulière, transformons-la en fraction 
continue régulière. On pourra dans la fraction (31) trouver une 
période (a, b, ..., l) assez éloignée, la (A + 1)" par exemple, 
telle que cette période et les suivantes ne soient pas changées. 

Quant aux 2p + 1 + kh éléments précédents, ils sont remplacés 
par dés éléments dont le nombre est de même parité que 


2p +1+ Ah. 


Le nombre de ces éléments peut donc être représenté par 


2q +i1+kh. 
On obtient ainsi 
das (a CT OUR NC Ne } 
es 27 mn 


le nombre des éléments %'3/...{' étant 


2q +3+ Ah. 
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* Mais ce développement de x, étant régulier, doit être identique 
au développement 


(A D CEE LAND CEE 


Donc les 29+1+/kh premiers éléments constituent un cer- 
tain nombre de périodes. 

Donc 2q9+1+kh est un multiple de 2. Donc il en est de 
même de 2q +1. Mais 2q +1 est impair. Donc , qui est un di- 
viseur de 24 +1, est lui-même impair (). 


() La recherche des caractères qui distingueut les nombres commensurables 
des incommensurables, les nombres algébriques des différents degrés entre eux, 
et enfin les nombres algébriques des nombres transcendants, est très peu avan- 
cée. 

Il n'y a guère à citer comme résultat positif, à part ceux énoncés dans ce Cha- 
pitre, que le théorème suivant : Les nombres e et x sont transcendants. 

Les premières recherches relatives à ce sujet sont dues à Lambert (Mémoires 
de l’Académie de Berlin, 1761, p. 265). 

La transcendance de e a été démontrée pour la première fois par M. Hermite 
(Sur la fonction exponentielle, Paris; 1874). 

Celle de x a été démontrée pour la première fois par M. Lindemann (WMathe- 
matische Annalen, Bd. 20, p. 213). 

En ces derniers temps, M. Klein a donné de ces deux transcendances la dé- 
monstration la plus simple qui existe (voir Leçons sur certaines questions de 
Géométrie élémentaire. Rédaction francaise par J. GRIESS; Paris, Nony). 

Jacobi a essayé de généraliser le théorème de Lagrange, pour les nombres 
algébriques du troisième degré, par un algorithme, généralisation des fractions 
continues. La question a été reprise par MM. Hermite et Charve, mais n’a pas 
été résolue complètement. (Voir Vorlesungen über die Natur der Irrational- 
zahlen, par Bachmann, p. 125 et suiv. Leipzig, Teubner.) 
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CHAPITRE VE. 


LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 


S I. — Formes quadratiques binaires. Formes contenues 
l’une dans l’autre. 


271. On appelle forme un polynôme entier homogène. Les 
formes se classent, d’après le nombre de leurs variables, en formes 
à une variable, deux variables ou bénaires, trois variables ou 
ternatres, etc.; et, d’après leur degré par rapport à ces variables, 
en formes linéaires, quadratiques, cubiques, etc. 

Les formes dont nous nous occuperons ici sont à coeflicients 
entiers, et les variables ÿ sont supposées recevoir des valeurs en- 
tières. Aux n°% 113 et 114 nous avons parlé des formes linéaires. 
Actuellement nous nous occuperons des formes quadratiques 
binaires. 


272. Dans une telle forme, 1l y a trois termes, un terme en x?, 
un terme en æy el un terme en y? (x, y étant les variables). On 
peut supposer que le coefficient du terme en xy soir oair; car s'il 
n'en était pas ainsi, on multiplierait la forme par 2, et l’on étu- 
dierait la forme obtenue. 


Soit donc 
ax?+2bxy + cy? 


une forme quadratique binaire. 

Nous désignerons souvent cette forme par la notation plus 
simple (&, b, c). 

Si b?— ac est un carré parfait, la forme quadratique se 
décompose en un produit de deux formes linéaires à coefficients 


entiers, divisé par @, 


ax?+2bxy + cy?= =(az+by+ Vb2— acy)(ax + by Vo?— ac y): 
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Nous supposerons donc à l'avenir que b?— ac n'est pas un 
carré parfait. 

Cette expression changée de signe, soit ac — b?, se nomme le 
discriminant de la forme et nous le désignerons par D. 


273. Le problème qui nous occupera principalement est de 
savoir quels sont les nombres qui sont représentables par une 
forme quadratique binaire. 

D’après les définitions données au n° 113 nous dirons qu’un 
nombre nr est représentable par la forme ax?+ 20xy + cy°? 
lorsqu'il existe des valeurs de x et y telles que 


ax?+2bxy+cy?=n. 


274. Représentation propre et impropre. — Mais nous ferons 
immédiatement une distinction. Nous dirons que la représentation 
du nombre ñ par la forme est une représentation propre, lorsque 
æ et y sont premiers entre eux. 

La représentation est ëmpropre dans le cas contraire. 

Supposons qu’un nombre x soit émproprement représenté par 
une forme ax? + 2bzxy + cy?, soit à le plus grand commun divi- 
SéURder re OU 

| 
TRS OU ; 


HO 


æ' et y' sont premiers entre eux, et l’on a 


ag?+2bx'y +cy?= <=; 


ce qui montre : 1° que » est divisible par 2?; 2° que S est pro- 
prement représenté par la forme (a, b, c). 

Il suit de là que pour trouver les formes qui peuvent représenter 
tmproprement un nombre donné, il suffit de diviser ce nombre 
par les diviseurs carrés qu’il peut avoir, et de chercher les repré- 
sentations propres des quotients. | 

Inversement, pour trouver les nombres qu’une forme donnée 
peut représenter improprement, il suffit de trouver ceux qu’elle 


peut représenter proprement, et de les multiplier par des carrés 
quelconques. 
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À parür de maintenant nous ne nous occuperons donc plus que 
de la représentation propre, et il nous arrivera de sous-entendre 
le mot propre sans qu'il en résulte d’ambiguïté. 


275. Formes primitives ou non. — On dit que la forme 


ax?+ 20xy + cy? 


est primitive lorsque les trois coefficients &, b, € n’ont pas de 
diviseur commun. 

Si la forme n’est pas primilive, soit à le plus grand commun 
diviseur de @, b, c, la forme peut s’écrire 


Ô(a'æ?+2b'xy + c'y?), 


ad'x?+ob'xy + c'y? étant une forme primitive. On voit done 
que l’étude des formes non primitives, et de la représentation des 
nombres par ces formes, se ramène à celle des formes primitives ; 
mais nous ne supposerons pas d’ailleurs dans ce qui va suivre 
(à moins que nous ne le disions expressément) que les formes 
soient primitives. 


276. Substitutions linéaires. — Effectuer dans la forme 
ax?+ 2bxy +cy?=(a,b,c) 


a À 


‘une substitution linéaire ( Si c’est remplacer dans cetteforme 
Ve 


æ par ax + By", 
y par yz'+0y" 


(nous supposons, bien entendu, les nombres «, Ê,7, à entiers.) 
On obtient évidemment ainsi une nouvelle forme quadratique 


a'x?+2b'æ y'+cy'?=(a,b',c), 


en posant 
a'= aa?+2bay+ cy?, 


b'= aa8 + b(aù + By) + cyd, 


c'= af?+ 2b 5 + cô?. 


On dit que la forme (a/, b', c') est la transformée de la forme 
Hu É æ p\ S 
(a, b, c) par la subsuütution ( y «, G, y, à s'appellent respec- 
. 
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tivement le premier, le second, etc. coefficient de la substitution. 
Comme nous ne nous occuperons que de substitutions linéaures, 
il nous arrivera de supprimer le mot linéaire, sans qu’il en résulte 


d’ambiguité. 


977. Déterminant d’une substitution. Relation entre ce dé- 
terminant et les discriminants des deux formes. — On appelle 
déterminant de la substitution le déterminant 


Posons-le égal à A. Nous supposerons toujours A Z 0. 


278. Soit,D le discriminant de la forme ax?+2bxy+cy?; 
D' celui de la forme a'x"?+ 2b'x'y + c'y"?.0On a la relation fon- 


damentale 
= DAS. 


Pour la démontrer il n’y a qu’à remplacer D, D', A par leurs 
valeurs, et vérifier l'identité obtenue. 

Cette relation montre immédiatement que si la première forme 
(a, b, c) se décompose en un produit de formes linéaires, c’est- 
à-dire si — D est carré parfait, — D' est également carré parfait, 
et, par suite, la seconde forme se décompose aussi. 

FO. 
nous supposons toujours À < 0. C’est parce que, si l’on supposait 
A— 0,0on aurait aussi D'— 0 : la seconde forme serait donc carré 
parfait. 


; : : : ; Ce) 
Cette relation montre aussi pourquoi dans la substitution ( ) 


279. Formes contenues l’une dans l’autre. — Nous avons 
dit plus haut que le point le plus important de la théorie des 
formes est de savoir quels sont les nombres qu'une forme peut 
représenter. 

Or considérons une forme (a, b, c) et sa transformée (@/, b', c!) 
par la substitution 

2 8 
é :) 
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Les variables x, y, x', y! étant liées par les relations 


æ=22 +67", 


V=y2 +07; 


il est bien évident qu’à tout système de valeurs entières de x! 
correspond un système de valeurs entières de +, y. 

Donc, tout nombre représentable par la seconde forme l’est 
aussi par la première. On dit que la seconde forme est contenue 
dans la première. 


A 


S II. — Notions sur les substitutions linéaires à coefficients 
entiers. Substitutions modulaires. Groupes de substitutions. Con- 
gruences de substitutions. 


280. Supposons que sur une forme 


(a; b,c) 


: PT ARE a $ 5 
on effectue la substitution linéaire | J; on obtient une nou- 
y à 


velle forme 
(GS EN) 


Supposons que sur celte forme (a/', b', c'), on effectue la nouvelle 


! ! 


LUE œ 
substutution ( ; , )» on obtient une nouvelle forme 


+, 0 
g] 
| 


(CHU EM) 


Or on peut passer de la forme (a, b, c) à la forme 


(a DE c") 
par une seule substitution linéaire. En effet, les relations 
D — ax + By", x! — Lim La 
! SF ! TRE] INT 2 
y=vz+by, j'=te"+Ùy 
donnent 


XX —= (au! + By')æ"+ (aB' + B9')y", 


4 


7 = Ca + y )a" + (18 + 0) y. 


: + Ge 
Autrement dit, effectuer sur une forme la substitution (  l? 
! lé ï $ 
puis, sur la transformée, la substitution ( ; à revient à eflec- 
[0] 


y 
0 
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ax! + By" a8'+ 2) 


RENTE 


CR Er 
On dit que cette dernière substitution est le produit des deux 


tuer sur la première forme la substitution ( 


premières. 

On conçoit facilement qu’au lieu de deux substitutions succes- 
sives, on puisse en faire un nombre quelconque, et l’on voit que 
cette suite de substitutions peut toujours se remplacer par une 
seule, que l’on appelle produit des précédentes. 


981. Taéonkme. — Quand une substitution linéaire est égale 
au produit de plusieurs autres, le déterminant de cette substi- 
tution est égal au produit des déterminants des autres. 


Il suffit évidemment de vérifier ce théorème pour deux substi- 
x : RE a CHE 
tutions. Or le produit des deux substitutions ( :) ( à 
d Le] a Ô 
étant égal à 
GR By as'+ ) 
an! }? 


QT A! 
ya +0 yB'+ 00 


le théorème en question n’est autre chose que l'énoncé de l’iden- 
uité bien connue 


æ $ MIS ax'+ By aÿ'+ Bi 
NN X r or Er Der. f nn 4 
T1 0 Hal Se 0 
282. liemarque. — L'expression employée, produit de sub- 


sulutions, ne doit pas abuser sur l’analogie qui existe entre ces 
produits et les produits de nombres. Par exemple, /e produit de 
substitutions dépend, en général, de l’ordre de ces substi- 
tutions. En effet, le produit de la substitution 


a 8 y ten il ax Gym Rt RG" 
( ; par és : est ( e PT u k , 
y à y à val dy 46" 00 
tandis que le produit de 
NE ! a BG CH ECC CN NC 
É ‘| par ( ) est ( du f GR 
Ÿ Ô Ÿ Ô ay + y By + 00! 


ces deux produits ne sont pas identiques en général. 


Os 
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283. Puissance d'une substitution. — En particulier, on 
appelle puissance mime d’une substitution, le produit de » sub- 
stitutions identiques à celle-là. 


Ë Se DEA 
4 Ô, v(a+è) fy+i, 


Le déterminant de la puissance mie d’une substitution est 
égal à la puissance mime du déterminant de cette substitution. 


Par exemple 


284. Substitutions inverses. — Si l’on passe des variables +, y 
aux variables +’, y’ par les relations 


DAT IR Ja 


y =yx +dy 
VE EE 


inversement, on passe des variables æ’,9” aux variables +, y par 
les relations 


NE 
ee mt Con NA 
y == A 
Se gx 
Re AA tETT RAR 
La substitution s'appelle substitution inverse de 
— Le — 
SE À, 
Ja BG 
la substitution ( ] 
ot (, 
985. Tuéorime. — Le produit des déterminants de deux 


substitutions inverses est égal à 1. 


C'est-à-dire que 


Ô 5 

a ANA 
X = 1 

ne ME. 

TU A 


C'est une identité extrêmement facile à vérifier, élant donné que 


À — aù — By. 
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986. Substitutions de déterminant égal à +1. Substitutions 
modulaires. — Tout ce que nous venons de dire jusqu’à main- 
tenant s'applique quels que soient les nombres 4, 5, y, 0; mais 
il est bien clair que, dans la théorie des nombres, on ne considère 


que des substitutions à coefficients entiers. 


Ô 5 

2 AOL A AP 

On n'aura donc à considérer la substitution inverse : : 
A A 


. : 7 8 Da 7 8 d Ô 
de la substitution ( ù qu’à condition que Fe NU soient des 
nombres entiers. Il résulte de là que a et 5; doivent être divi- 
sibles par A2. Donc 4 —fy, c'est-à-dire À, doit lui-même être 
divisible par 4?, ce qui exige que A= 1 (le cas de À — 0 étant 
écarté). 

Aünsi nous n'aurons à considérer que des substitutions de déter- 
minant égal à Æ1. 

Parmi ces substitutions nous aurons principalement à consi- 
dérer les substitutions de déterminant égal à + 1. Nous les appel- 


lerons substitutions modulaires. 


287. Puissances négatives d'une substitution. — Par défi- 
nition, la puissance — 1 d’une subsutution, c’est la substitution 
inverse. 


Quant à la puissance (— m"°) d’une substitution, c’est la puis- 
sance mie de la substitution inverse. 
Le théorème du n° 283 s'applique aux puissances négalives. 


288. Notations abrégées pour les substitutions. — Il nous 
arrivera souvent de désigner une substitution par une seule lettre 
et de dire, par exemple la substitution A, la substitution B, etc. 

Le produit de plusieurs substitutions A, B, C se désigne 
par ABC, {a substitution à gauche étant celle que l’on effectue 
la première, et ainsi de suite dans l’ordre. Le produit de plu- 
sieurs substitutions dépendant de l’ordre de ces substitutions, on 
n'a pas en général 

ABO=ICNE. 


La puissance 2" d’une substitution A se désigne par A7, 
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Cette notation s'applique encore lorsque 7» est négatif. 

En particulier, la substitution inverse de la substitution A se 
= F ": + ei! | * 
désigne par A. 

Le produit de deux substitutions dépendant en général de leur 
ordre, quand on multiplie une substitution À par une substitution B, 
il faut indiquer si on la multiplie & droite ou à gauche. Le pro- 
duit de À par B à droite est AB; le produit de A par B à gauche 
est BA. 


289. EÉgalités entre substitutions. — Deux substitutions 
œuf € ï 
( a à ; (a L 


sont dites égales lorsqu'elles sont identiques, c’est-à-dire lorsque 
l’on a 
UE, =), 


Eat, = 1, 


et l’on indique cette égalité par la notation 


AD: 


On peut multiplier les deux membres d’une égalité, tous Les deux 
à droite, ou tous les deux à gauche, par une même substitution. 
Ainsi, de l'égalité 


An 
on déduit 
AC=—= BC 
ou 
CA = CB. 
290. Substitutions échangeables. — On dit que deux substi- 
tutions À, B sont échangeables, lorsque 
AB — BA. 
Soient 
CR 
A — ] 
eu 
et a! 
BU 20 
Tor 
l'ax + AA ab Es [NA 
AB = | ! FT Fe “ae 
\yæ + 0y" yB'+ 607 
au 8" Ba'+0f8'\ 
BA=(", ie P vi 
Lay + yo’ By + 0ù 
C L 4 
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Pour que les substitutions soient échangeables il faut donc et1l 


suffit que l’on ait 
au'+ By= a+ 4f", 


ag pd Ba dp', 
! QT. 10 NU 
va + ÔyY = ay + yo, 
yB'+ 00 — By + 00’. 
Il serait facile de trouver la forme générale des coefficients 4, 
8, y, à, a!, B', y, d' satisfaisant à ces conditions, mais cela nous 


serait inutile. 


291. En particulier, deux puissances d’une même substitution 
sont échangeables entre elles. 


Car évidemment 
AmAPp— ApAm— Am+p. 


On voit de plus que pour multiplier deux puissances d’une 
méme substitution, 1l suffit d'ajouter les exposants. 


292. Cette règle s'applique aux puissances négatives, pourvu 
que l’on définisse convenablement la puissance zéro. 

IL est bien évident que A” est la substitution inverse de A”. 
Donc le produit de ces deux substitutions n’est autre que la sub- 


SE D : HALO Haut - . 
sülution identique | ) (la substitution qui consiste à rem- 
VO RI 


placer x par + et y par y, c’est-à-dire, en fait, à ne rien substi- 
tuer ). 

Cette substitution identique pouvant, évidemment, être sup- 
primée dans un produit quelconque, désignons-la par 1. Convenons 
ensuite que A°— 1, et nous voyons qu'on a 


AmA—m— A0 


La règle du produit de deux puissances s'applique donc à deux 
exposants égaux et de signe contraire; et on l’étend facilement à 
deux exposants quelconques. 


293. Remarque sur la substitution inverse d’un produit. — 
Pourécrire la substitution inverse d’un produit de substitutions, il 
suffit de renverser l’ordre des facteurs et de changer de signe les 
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exposants. Ainsi 
(A2B-1C3)-1= C-3BA—. 


294. Groupes de substitutions. — On dit que des substitutions, 
en nombre fini ou infini, forment un groupe lorsque : 1° le pro- 
duit de deux quelconques de ces substitutions appartient au 
groupe; 2° l’inverse d’une substitution du groupe appartient 
au groupe. 


Un groupe quelconque contient la substitution identique. En 
effet, soit À une substitution du groupe, la substitution AT! appar- 
tuent au même groupe, et il en est de même du produit A.A-t. 
Or ce dernier produit n’est autre que la substitution identique. 


295. Exemples de groupes. — I. La substitution identique 
forme à elle seule un groupe. 
IT. Les deux substitutions 


Ta OÙ f— I (e) 
) et ; 
NOT, O0 —1 


(nous désignerons cette dernière substitution par 1). 
IT. Les six substitutions 


comme on le vérifie facilement. 

IV. D'après les théorèmes des numéros 281 et 285, les puis- 
sances, tant positives que négatives, d’une substitution modulaire 
ou d’une substitution de déterminant égal à — 1 forment un groupe. 

V. Toutes les substitutions modulaires forment aussi un groupe. 
Ce groupe est appelé le groupe modulaire. 

VI. De même l’ensemble de toutes les substitutions modulaires 
et de toutes celles de déterminant — 1 forment un groupe. 


296. Congruence des substitutions. par rapport à un mo- 
dule. — On dit que deux substitutions à coefficients entiers 


[0] 


œ B\ PA 8’ % 
h sont congrues par rapport à un module h, 
4 


Ni f Or 
ï 0, a 
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lorsqu'on a 


a—=«X, 
Sn (modn) 
Y=Y 
D 0 


Relativement à un module n, il n’y a que n' substitutions 
incongrues deux à deux, à savoir, les 2‘ substitutions qu'on obtient 
en donnant à 4, fi, y, à respectivement comme valeurs tout un 


système de restes incongrus (mod n). 


297. Cas des substitutions modulaires. — Mais occupons- 
nous spécialement des substitutions modulaires. Cherchons le 
nombre de ces substitutions incongrues deux à deux (mod). 
Pour cela, démontrons d’abord le lemme suivant : 


Lemme. — Soient y et à deux nombres tels que y, à, n, soient 
premiers dans leur ensemble, je dis qu’on peut déterminer 
deux nombres congrus respectivement à y et 5 (modn) et qur 
soient premiers entre eux. 


Soit « le plus grand commun diviseur de y et &; par hypothèse 
: et À sont premiers entre eux. De plus 


Ÿ = €) 
— € 


9 — €0,. 


y! et 9" étant premiers entre eux; on peut donc déterminer deux 
nombres 3 et { tels que 


Posons alors 
Z=s3n+7Y, 


Tr eC; 


Les nombres Zet T sont congrus respectivement à y et 3(mod »). 
S1 nous démontrons qu'ils sont premiers entre eux le théorème 
sera démontré. Or, on a 
Ty —Z$'— n, 
— Tz + Zi — 2, 


S1 T'et Z avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait n 
ete, ce qui est impossible puisque » et « sont premiers entre eux. 


CONGRUENCES DE SUBSTITUTIONS. DANS 


: ere TR 
298. Ce lemme démontré, soit ( Al une substitution. Cher- 
de O0 


chons si, parmi les substitutions congrues à celle-ci, il en existe 
une modulaire; c'est-à-dire, cherchons s’il existe des nombres 
%, J, Z, t, tels que 

(a+ æmn)(è+in)—(B8+yn)(y+sn)=1, 
ou 


(1) (tt yz)n?+ (xd — yy+ia—z$)n + ad —By—1—0. 

On voit que ce n’est possible que si 
(2) ad — Ry=1r (modn). 

Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis qu'on 
peut déterminer des nombres entiers æ, y, 3, € satisfaisant à 


l'équation (1). 
En effet, posons 


O2 


aù — By —=1+ Xn. 


L'équation (1) devient, après qu’on l’a divisée par », 
(æit— yz)}n+(xd— yYy—238+ta)+kK = 0, 
ou 
(3) æ(tn+Ôd)— y(zan+y)+tia— 38 +k—=o. 
Or la congruence (2) montre que le plus grand commun divi- 
seur de yet ü est premier avec ». On peut donc d’abord déter- 


miner 3 et £ de façon que les nombres zn +y=—7Z et tn + o—T 
soient premiers entre eux. Alors l’équation (3) devient 


Tz—Zy+M=o, 


T et Z étant premiers entre eux, on sait (n° 411) qu'on peut 
trouver deux nombres x, y satisfaisant à cette équation. 


Conséquence. — Le nombre des substitutions modulaires 
incongrues deux à deux (modn) est égal au nombre des 
systèmes incongrus de quatre nombres satisfaisant à la con- 


dition (2). 


299. Déterminons donc ce nombre. 
Comme nous l’avons déjà dit, la condition (2) exige que le plus 
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Es 


grand commun diviseur de y et à soit premier avec 7, autrement 
dit que les trois nombres y, à, » soient premiers dans leur en- 
semble. Formons donc d’abord tous les couples de nombres y, © 
incongrus deux à deux (mod x), qui satisfont à cette condition. 
Le nombre de ces couples est (7) (n° 77). 

Je dis qu’à chacun de ces couples correspondent x systèmes de 
valeurs (valeurs déterminées au mod 7 près) pour «, f. En effet, 
donnons à 5 une certaine valeur, la valeur de « est alors déter- 


minée par la congruence 


(4) 04 = YÿB +1 (mod n ). 


Soit d le plus grand commun diviseur de à et n (d peut être 
égal à 1, cela ne change pas le raisonnement). Pour que la con- 
gruence (4) soit possible, il faut donner à $ une valeur telle que 


(5) yÊ+i=o  (modd). 


Or, y et d sont premiers entre eux, car sinon y, à et n ne se- 
raient pas premiers dans leur ensemble. 
Donc la congruence (5) a une solution et une seule (mod d\. 


12 
d 
À chacune de ces valeurs de £ correspond une. valeur de YÊ+: 


divisible par d, soit 


Ayant pour $ une valeur (mod d), on en déduit - valeurs (mod »}. 


yB +i1i=rd. 


La congruence (4) devient alors 


a = rd (mod n) 
ou 


' 
a 


0 D) 
=a=r (mod ? }. 
d \ d, 


n 
Le] Fi A 
Les nombres si et 7 sont premiers entre eux : donc cette con- 
/ ñn\ 
sruence donne pour à une valeur (mod): 


I à 
Ayant pour & une valeur (mod 2) on en déduit d valeurs 


(mod »). 


Se 6 n h $ 
Puisqu’il y a 7 valeurs pour $, et qu’à chacune de ces valeurs 
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répondent d valeurs pour &, cela fait bien n systèmes de valeurs 
pour É et a. 


Conclusion. — Il y a p(A) systèmes de valeurs pour y, Ô, et à 
chacun de ces systèmes correspondent x systèmes de valeurs 
pour 4, $. Donc le nombre des systèmes de quatre nombres &, P, 
y, Ô est égal à nv (7). C’est le nombre cherché. 


Cas particulier. — Si nest premier, le nombre cherché est 
n(n?—1). 
300. Taéorime. — Si deux substitutions À et B sont con- 


grues (mod An), les produits à droite ou à gauche de ces sub- 
stiltutions par une même substitution C sont aussi Congrus 
(mod À). 


Soil 


On a 


AC = DS SpA PC de —— . Se 
(YA + dv yu + 0p YA+Ôv yYu+ôe, 


Par hypothèse, 


c’est-à-dire 


03 
p=p 
(6) D (modr) 
= 
0 = 0 


1l en résulte évidemment 
aù + Bv= a" À + f'v | 


SRE Mie | ral 
Ur À 


NI 


ve + à = Y'H + d'p 
c’est-à-dire 
AC=BC (mod x). 
On voit de même que 


CAC (mod n ). 
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Réciproquement, si 
AGE 0 (mod), 


et si la substitution C a un déterminant premier avec n, il en 


résulte 
À = (mod n). 


C'est ce qui arrive, en particulier, lorsque la substitution C 
est modulaire. 
En effet, par hypothèse, les conditions (7) sont remplies. 


Multiplions la première par p, la seconde par 
il vient 


y, et ajoulons, 


a(Àp — uv) = a'(Àp — pv) (modn), 


ou, puisque Àp -- 11 est premier avec n, 


LÉ 


U— X (mod). 


On voit, d’une facon analogue, que les autres conditions (0) 
1 5 I Ve 
sont remplies. 


On voit de même que, si 
CA = CB (mod). 
et que le déterminant de C soit premier avec n, il en résulte 


A=P (mod  ). 


301. Périodicité par rapport à un module n des puissances 
d’une substitution modulaire. — Soit À une substitution modu- 
laire. Considérons ses puissances successives : soient d’abord ses 
puissances positives 


(8) A° 


Toutes ces puissances sont elles-mêmes des substitutions mo- 
dulaires (n° 295). 

Or le nombre des substitutions modulaires incongrues (mod 7») 
étant limité, il y a forcément, dans la suite (8), des termes qui se 
reproduisent. 

Soit 

Am Am+p (mod n ). 
Ceci peut s’écrire 
Amy A0— Am x AP (mod 7 ;. 


re 


do CORÉTEEDS VE WINETHSS, 213 
Du en délais a HP) ) 
| : n L9 00 ## (as ni; | el 
_ On conan de bi quels première substitution qui se reproduit 
nn) 4, 81 6 Von spg4le À9 Vs premitre surtitution gui 
Dai ant congrus, les tonus de ls suite (3) forment ne suite pé- 
Le nonmne des termes de Vs période ont p, 
Ce résshint éhiend sons pins à Va véiie indfinie dons es deux 
+ pret sm négaires À poiitives de y eusets- 


IL. ous n'ovrons gr bersrin de déterminer ÿhus présisénent 
Le nonbne p  ;; barsons-mens à démontrer que j ét un diviseur 


dns) 
Es Aa, contidérons ls suite des jp puisssnces de À, 
‘#) #, #, ‘27€ ha, 


Bees p shntitntsns lorsment toutes les snsitutions s440- 
Lôres incowgruss dus 4 deux woû ni). 09 4 


| P= MATH 
À Le Chkprisns et déssenité, 
Lis, soit D uns svhntsiation son contenue dons Va suite (4 : 4 
“moikéssnet Vs sus 
v} EM, EM, , Wir, 


Deus de Les caboinintions sont incongrues (so n.. puisque 
ce sonk les grofaitis à gode gr ac bic subiiiintion b de 
eus cbrtnntssne insert, | 
De plus, muse quélconaque des enbstitations (14) «tt incongrus 
2 mue quélsoneue des sabntiiutions (4, cs 6 Vos 25 : L 
EM, 


077 
B= M É, 


ee pi d'est ges, gas Wygothése, 


9 Vous Lo déermadiion de ce nomme g, tsôs, gas Crenghe gous Le «2 de 
æ grenier, VAlghre ougérheoure de Vrais, À. M g. Ver € exor 
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Si les substitutions (9) et (10) forment toutes les substitutions 
modulaires incongrues deux à deux (modn),ona 
p=2np(n), 


et le théorème est démontré. 
Sinon, prenons une substitution C qui ne soit contenue n1 dans 
la suite (0), ni dans la suite (10); considérons la suite 


(1) CAS CAT RTS 


On verra que ces nouvelles substitutions sont incongrues entre 
elles et aux précédentes. Si les substitutions (9), (10), (11) forment 
toutes les substitutions incongrues deux à deux (mod A), on a 


p=3n\(n), 
et ainsi de suite. 
S III. — Formes équivalentes. Classes de formes. 
303. l'ormes équivalentes.— Soit une forme 


ax? 2bxy + cy2. 
Faisons la substitution 
æ—ax +f6y, 
HENTAI 
nous obtenons une nouvelle forme 
a'x?+ob'ry + c'y?. 


Nous avons vu (n° 279) que la première forme contient la 
seconde, parce que, à tout système de valeurs entières de x 
et y' correspond un système de valeurs entières de x et y. 
Mais remarquons maintenant qu’on a inversement 


(12) 


S1 donc À — 7, il s'ensuivra que, à tout système de valeurs 
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entières de x et y correspondra aussi un système de valeurs 
entières de x! et y". 

Donc la seconde forme contient aussi la première. On dit alors 
que les deux formes sont équivalentes. Ainsi deux formes équi- 
valentes sont deux formes telles que l’on passe de l’une à 
l’autre, par une substitution linéaire de déterminant égal 
à 1. Chacune de ces formes content l'autre. Tout nombre 
représentable par l’une des deux formes l’est aussi par l’autre. 
Les deux formes représentent donc les mêmes nombres. 


Exemple. — Soit la forme 
D? — EYE 2 y. 


Faisons la substitution 


! 


TU Die Ve 


Jo de on 


dont le déterminant est égal à 1, et nous obtenons la forme trans- 
formée 


LE] 


g?—2xy + y?, 


équivalente à la première. 


304. Étant donnée une forme, on obtient toutes les formes 
équivalentes, en lui appliquant toutes les substitutions de déter- 
minant égal à +1. 

Toutes ces formes équivalentes ont même discriminant, à cause 
de la relation du n°278 que donne ici D — D’. Mais la réciproque 
n'est pas vraie; deux formes de même discriminant ne sont pas 
toujours équivalentes. 


Exemple. — Les formes 
en oi CS TE me 


ont même discriminant 12; cependant elles ne sont pas équiva- 
lentes. 

En effet, la première ne peut représenter qu’un nombre = 
ou —1(mod 4), tandis que la seconde peut représenter un 


nombre = 3 (mod 4). 
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305. Classes de formes. —— Mais nous pouvons nous borner 
à la considération des formes qui se déduisent d’une forme donnée 
par toutes les substitutions de déterminant égal à -- 1 ou substi- 
tutions modulaires. 

En effet, soit À une substitution de déterminant égal à — 1. 

Considérons la substitution 


] O 
NE | ] 
à ONE TT 
Le déterminant de cette subsütution N est aussi égal à —:. 
51 donc nous posons 
AN-1= A", 


A! est une substitution modulaire. 
Or 
A — A'N. 


Donc toute substitution de déterminant égal à —1 est 
égale à une substitution modulaire multipliée par N. 

Nous nous attacherons donc spécialement à l’équivalence des 
lormes qui se déduisent l’une de l’autre par une substitution mo- 
dulaire. 

On dit que ces formes appartiennent à la même classe que Ja 
première. 

Ainsi, on appelle classe de formes toutes Les formes qui se 
déduisent de l’une d'elles par les substitutions du groupe 
modulaire. 

Les formes équivalentes à une forme donnée se composent : 

1° Des formes appartenant à la même classe. 

2° De celles qui se déduisent des précédentes par la substitu- 
tion N, c’est-à-dire en changeant le signe du terme en Fe 

Actuellement les problèmes qui se posent sont les suivants : 


1. É'tant données deux formes de même discriminant, voir 
st elles appartiennent à la méme classe ou non. 

IT. Lorsque deux formes appartiennent à la méme classe, 
trouver la ou les substitutions modulaires qui permettent de 
passer de la première à la seconde. 

UL. Æ£iant donné un discriminant, trouver les différentes 
classes de formes ayant ce discriminant. 
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Formes réduites. — Pour résoudre ces problèmes, qui revien- 
nent au fond à la comparaison de deux formes, la méthode con- 
siste à remplacer ces formes par des formes de même classe, mais 
d’une espèce particulière, et qu'on appelle formes réduites. 
Tout revient ensuite à comparer entre elles les formes réduites. 

Mais ces formes réduites sont totalement différentes suivant 
qu'il s’agit de formes à discriminant positif, ou de formes à dis- 
criminant négatif. 

Occupons-nous d’abord des formes à discriminant positif. 


S IV. — Résolution des trois problèmes du n° 305 pour les formes 
à discriminant positif. Équation de Pell pour un discriminant 
positif. 


306. Remarques sur les formes à discriminant positif. 


Soit une forme 
CE 
Nous supposons 
Dac 02 "0; 


Il en résulte que a et c sont de même signe; supposons-les po- 
siufs. 

Remarquons que & et c étant supposés positifs dans la forme 
donnée, il en sera de même dans toutes les formes de même classe, 


car si l’on effectue sur la forme une substitution linéaire que!- 


ARR 


conque | $ à les nouveaux coefficients 


Le Le] 
a’ = au?+2bay+cy? 
el 
c'= af?+ 206$ + co? 
sont aussi positifs. 
D'ailleurs tous les nombres représentés par les formes de cetie 


classe sont positifs. 
307. Formes réduites à discriminant positif. 


Nous dirons qu’une forme à discriminant positif (A, B, C) est 
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réduite, quand les conditions suivantes sont remplies : 


6) C2%A 2°, B1}; 
(14) DB "A 
de plus, si À — C, il faut que 
(15) 2 B=10. 
308. Les substitutions S et T. — Ce sont les substitutions 
CR TON / O ATX 
S — : T — : 
_ +. ee = 


Ces deux substitutions sont modulaires. 
Comme nous aurons à appliquer la substitution S plusieurs 
fois de suite, remarquons tout de suite que 


Sn — | 


m pouvant être positif ou négatif. 
Nous pouvons aussi remarquer les égalités suivantes : 


(SRE 
Il n’y a qu’à les vérifier. 


309. Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant : 


Taéorkme. — On peut passer d’une forme à discriminant 
positif quelconque (a,b,c) à une forme réduite de méme 
classe, en lui appliquant un certain nombre de fois les substi- 
tutions S et T. 


Ces deux substitutions étant modulaires, leur application 
réitérée donne toujours naissance à des formes de même classe 
que la forme primitive. 

Il faut montrer que l’on peut transformer la forme (a, b, c) en 
une forme satisfaisant à toutes les conditions (13), (14), (15). 

Montrons d’abord qu’on peut transformer la forme (a, b,c) en 
une forme satisfaisant seulement aux conditions (13). 

Dans l’ordre de grandeur des coefficients de la forme, six cas 
sont possibles : 


C2a=2)Bl 2 cell; 2921b|>a, 


az2lbl>e, alb[>e2a 216[#a>e. 
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Dans le premier cas, c=aZ2|b}, la forme satisfait aux con- 
ditions (13). 

Dans le second cas, a>-c=2|b|, appliquons à la forme la 
substitution T. La forme devient 


(c, — b, a). 


Cette nouvelle forme satisfait alors aux conditions (13). 
Dans le troisième cas, c=2|b| = 4, appliquons à la forme don- 
née mn fois la transformation S, la forme (a, b,c) devient 


(a, am + b, am?+ 2bm + c). 


Or on peut choisir m de façon que 


2lam+b|=a 


(il suffit de diviser D par à, de façon à obtenir le reste minimum, 
et de prendre pour 7» le quotient changé de signe); 7 étant ainsi 


choisi, posons 
am + db Dre 


am? + 2bm + c = c1. 


La forme (a, b, c) devient 


(a, CC) 
et l’on a 

=" 
Si l’on a de plus 

Ca 2] bi |, 


la forme (4, b,,c,) se trouve dans le premier ou le second cas et 


le problème est résolu. 
Mais, sil'ona 
2| bi = C; 


faisons sur la forme (a, b,,c,) la transformation T, cette forme 


devient 
(RE bi, a) 


Puis, faisons m/ fois la transformation S, m/ étant choisi de façon 


que 4 
o|cym— b1|<c. 


La forme devient alors 
( C1, O2, @1), 


en posant 
am —b1= b», 


cm?—92bim+a—= a 
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et l’on a L 

C122| 02; 
S1 l’on a de plus 


122) 02; 


la forme (c,, b2, 4) se trouve dans le premier ou le second cas, el 


le problème est résolu. 
Mais si l’on à 
2 | Da | > ii, 
faisons de nouveau sur la forme (c,, b», a, ) la transformation T, 
cette forme devient 
(&1, — B2, ©); 
puis faisons la transformation S, m" fois, m" étant choisi de façon 
que 


2| aim — D, | £ ai. 


Nous obtiendrons une forme 


(1, Ds, Co); 
et ainsi de suite. 
Je dis qu’en continuant ce procédé on arrivera forcément à une 
forme se trouvant dans le premier ou le second cas. 
En effet, si cela n’a pas lieu pour la forme (a, b,, c,), comme la 


condition 
=D )]Mer) 


est remplie, c’est que la condition 


C120)| bi 


ne l’est pas. On a donc 
DE OA EE 


De même si la forme (c,, b2, a;) n’est pas dans le premier ou le 
second cas, c’est que l’on a 


C1=|202 | die 


De même, si la forme (as, b3,c2) n’est pas dans le premier ou le 
second cas, c’est que l’on a 


a22|6:|>1|c |; 
et ainsi de suite. 
On a donc 


CRE CA "Ga 00 
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Les nombres &, €;, &i,... sont tous positifs. Donc cette suite 
d’inégalités ne peut se prolonger indéfiniment. Donc on arrive 
forcément à une forme appartenant au premier ou au second cas. 
Dans le quatrième cas, a 2|b1=>c, faisons la transforma- 
tion T et nous sommes ramenés au troisième cas. 
Dans le cinquième et dans le sixième cas, où l’on a 


l28 11, 


faisons 72 fois la transformation S, » étant choisi de façon que 
>| am—+b|£a, 


et nous sommes ramenés au premier, second ou quatrième cas. 

Le problème de trouver une forme de même classe que la forme 
proposée et satisfaisant aux conditions (13) est donc résolu dans 
tous les cas. 


310. Reste à montrer qu’on peut satisfaire aussi aux conditions 
(14) et (15). Supposons d'abord que la forme ne satisfasse pas à la 
condition (14) tout en satisfaisant aux conditions (13). Soit la 


forme 
— 2Bzx?+92Bzxy + Cy? (GETBIE 


Appliquons-lui la transformation S, cette forme devient 
— 2B22—2Bzxy + Cy?2. 
Cette nouvelle forme sausfait alors à la condition (14), tout en 
continuant à sausfaire aux conditions (13). 
Supposons maintenant que la forme ne satisfasse pas à la con- 


dition (15) tout en satisfaisant aux conditions (13) et (14). Soit la 


forme 
Ax?—92Bxy+Ay? (B>o,A>2B). 


Appliquons-lui la transformation T, elle devient 
Axw+2Bxy + Ay?. 


Cette nouvelle forme satisfait à la condition (13), tout en conti- 
nuant à satisfaire aux conditions (13) et (14). 


Exemple. — Soit à réduire la forme 


204 &? + 284 XY +101ÿ?. 
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Nous sommes dans le sixième cas. Appliquons la substitution S7!, 
nous obtenons 

204 x? — 124 2Y + 21Y?. 
Nous sommes dans le quatrième cas. Donc nous appliquons la sub- 
sütution T qui donne 

2122+ 124 TV + 204 Y?. 

Nous sommes maintenant dans le troisième cas. La substutution 
S73 donne 
21% 2%Y + 21,ÿ2- 

Cette forme satisfait aux conditions (13), mais non à la condi- 
tion (15). Appliquons-lui encore une fois la transformation T. La 


forme devient 
DICO TUE. 
Elle est réduite. 


311. Application au premier problème du n° 305. 


E'iant données deux formes de même discriminant positif, 
vair si ces formes appartiennent à la même classe ou non. 


Il suffit de remplacer les deux formes données par les formes 
réduites, respectivement de même classe qu'elles, et de voir si ces 
deux formes réduites sont de même classe. Or on a le théorème 


suivant : 


Tuéorbme. -— Deux formes réduites de discriminant positif, 
ne peuvent être de même classe que st elles sont identiques. 


312. Pour démontrer ce théorème démontrons d’abord deux 
inégalités auxquelles satisfont les coefficients d’une forme réduite. 

Soit (&, b, c) une forme réduite 

De l’inégalité 


s 2[b|£a 
on tire 
(Ho) 40?£ a? 
De l’inégalité 
ASC. 


on üre, & étant positif (n° 306), 


(1) a ac. 
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D 
Le] 
SI 


Comparant les inégalités (16) et (17), on obtient 


de. 
d'où 


d'où 


D 
(18) UÈVES 


Ensuite on a 
DL 010 = DD: 
? x ue . . 
d'où, «a fortiori : 
3a2<4 D, 


et par conséquent 


fe 
(19) TE 


313. Soient maintenant (a, b, c), (a', b', c') deux formes de 


même classe, et ( s la substitution par laquelle on passe de la 
i 


Lo 
première à la seconde. Nous voulons démontrer que, ou bien ces 
deux formes de même classe ne sont pas toutes les deux 


réduites, ou bien elles sont identiques. On peut évidemment 
supposer a'£a. 


On a ; 
(20) [I aù == By 
(21) dau 2 bay cy?, 
(22) b'= aa8 + b(ad + By) + cyù. 


L’équation (21) donne 


(23) Aa=N\are by)?" D: 


or 


10 


a'£a£|/ D. 


) 


Donc 


ou, d’après l'égalité (23) 
(au + by} + Dy?£ 


ou 


(aa + by}£D Ë —»). 
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Il résulte de là que 


2 Le A , Fe 
Donc " qui est un nombre entier ne peut ètre égal qu à O, OU 


AE: 


1. Soit d’abord y —o. — Les équations (20), (21), (22) 


deviennent alors 
IA, 
CNT 


b'=— au8 + baë. 


On en conclut immédiatement 


NN 
td—0—= CI, 
GANT 
b—b=EAf, 


UE 
IAE 


Doncyb"—6|=a (l'égalité n'étant atteinte que si des deux 


, J I 
nombres b, L' l’un égale saet l’autre — - a): 
2 


Si [d'— b|< a, L'— b devant être divisible par a, c’est que 


On à déjà 


et 
ACDC ICE DIE 
On en déduit 


f 


C—=cC. 


Donc les deux formes sont identiques. 
Si 0'— b| — a, les deux nombres b et b' sont égaux, l’un à . a, 
» 


zx ni : . 
l’autre à — =. Donc, l’une des deux formes n’est pas réduite 


(condition 14). 
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D 
i 
© 


IL. y —=—+#r. — Les équations (20), (21), (22) deviennent 


(24) | Had, 
(25) HTC = bieerc: 
(26) b'= qui + b(aô EH B)E c8ô. 


L’équation (25) s'écrit 


(27) d'—c—=atoba. 
Or 

(28) a'<a<c. 
Donc 

(29) aa? +oba<o. 


D'autre part, 


Gr DO) 
el 
ce |) 
Donc 
aa?2|2ba| 
Donc 
(30) TP UCI CE 


Comparant les inégalités (20) et(30) on en déduit 
do 0)00—= 10; 
et, par suite, l'égalité (23) donne 
(31) CEE» 
et les inégalités (28) montrent alors que 
GR NI NE) 

Ensuite légalité (26) peut s’écrire en tenant compte de l'éga- 

lité (24) 


b+b'= auf + 2b aù E cd, 


ou en remplaçant € par a et 2ba par = ao? 


bPbl= a aude 20 = aa 25 +0) 


c’est-à-dire que b + b'est divisible par «. 
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On voit, comme plus haut, qu'il faut pour cela ou bien que 


Dr 
ou bien que 
I 
DIVERS 
2 
Dans le cas où 
AE 
comme déjà 
él = 


et que 
CAC DETTE 27 
on en déduit 
CE=UCS 


Mais la condition (31) donne de plus 


Les deux formes sont donc (a, b, a), (a, — b, a); une seule 
peut être réduite d’après la condition (15). 
Dans le cas où 


on trouve encore 


Les deux formes sont donc identiques. 


314. Le premier problème du n° 305 est maintenant résolu pour 
les formes à discriminant positif. On voit que pour que deux 
formes de même discriminant positif appartiennent à la méme 
classe, il faut et il suffit que leurs formes réduites soient iden- 
tiques. 


Exemple. Les deux formes du n° 304. — Nous avons vu par 
un procédé détourné qu’elles ne sont pas équivalentes. Nous 
voyons maintenant que cela résulte aussi de ce qu’elles sont 
réduites, et ne sont pas identiques. 


315. Autre exemple. — Soient les deux formes de même dis- 
criminant égal à 6: 
3092? — 888xy + 638 y?, 
35%? + 184xy + 242 y?, 
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Appliquant le procédé connu, on trouve que la première forme 
se réduit par l'application successive des substitutions 


SAT SCT Se LT Lo 
et devient 
22 372. 
Pour la seconde forme, elle se réduit par l’application succes- 
sive des substitutions 


et devient aussi 
TES y? 


Donc les deux formes proposées appartiennent à la même classe. 


316. Résolution du second problème du n° 305 pour les 
formes à discriminant positif. 

Deux formes à discriminant positif, ayant été reconnues 
appartenir à la même classe, trouver les substitutions modu- 
laires qui permettent de passer de la première à la seconde. 


La méthode qu’on vient d'employer pour reconnaître que deux 
formes appartiennent à la même classe permet en même temps de 
trouver wne substitution modulaire qui transforme l’une dans 
l’autre. 

En effet, soient (a, b,c), (a!, b', c') ces deux formes et (A, B, C) 
la forme réduite qui est de même classe que chacune d’elles. 

On passe de (a, b,c) à (A, B, C) par une suite de substitutions 
S et T, qu’on peut remplacer par une seule substitution G égale à 
leur produit. De même l’on passe de (a, b, c) à (A, B,C) par une 
substitution H. Dans ces conditions, 1l est bien évident que l’on 
passe de la forme (&, b, c) à la forme (a, b/, c') par la substitution 
GH=!, égale au produit de la substitution G par l'inverse de la 
substitution H. On obtient ainsi une substitution K répondant à 
la question et qui est évidemment modulaire. Il faut maintenant 
avoir toutes les substitutions modulaires répondant à la question. 

Soit L une substitution modulaire transformant (a, b, c) en 
elle-méme. Il est bien évident que la substitution M — LK trans- 
forme(a, 0, chenta 00), 

Réciproquement, soit M une substitution qui transforme 
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(a,b,c) en (a!,b',c'). Puisque la substitution K transforme 
(a,b,c) en (a, b',c!), la substitution inverse K°* transforme 
(a',b',c') en (a,b,c). Donc la substitution MK-1 transforme 
(a, b,c) en elle-même. Soit L cette substitution. On a 


MK-—! = 1h 


d'où, en multipliant les deux membres à droite par K, 
Me LK. 


et, de plus, L'est modulaire. 

En résumé, on voit que pour trouver toutes les substitutions 
modulaires qui transforment (a, b,c) en (a', b', c'), il faut 
multiplier la substitution K, à gauche, par toutes les substi- 
tutions modulaires qui laissent invartable la substitution 
(a, b, ec). De sorte que le problème proposé est ramené au suivant : 


Trouver toutes les substiturions modulaires qui laissent in- 
variable une forme (a, b, c). 


X 
;) une telle substitution, #, $,, à sont déter- 


317 Soit É ’ 


ï Ô 
minés par les conditions 


(2) aù —GBy= 1, 
(33) ax?+ 2bay+cy = a. 
(34) aaf + b(aë + By) + cyù — à. 


(La dernière équation 48? 2h80 + cè?-- c est rendue inutile 
par la condition aù — ff} --1, car cette condition suffit pour 
établir que la forme (a, b,c) et sa transformée ont même diseri- 
minant. Si, de plus, le coefficient de x? et celui de xy sont les 
mêmes dans les deux formes, il en sera de même du coefficient 
de 72) 


D : , « , 
Si dans l’équation (34) on remplace aù par 1 -- y, elle s'écrit 


(35) aaf + 2bf$y—+ cyù — 0. 


Multiplions l'équation (35) par &, l’équation (33) par — $ et 
ajoutons, il vient 
CY(2 — By) +aB —0, 
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ou, en tenant compte de l'équation (32), 
(36) Cy+af = 0. 


Ensuite, mulüplions l'équation (33) par à, l'équation (35) par —+ 


0 


et ajoutons, il vient de même, en tenant compte de l'équation (32), 
(35) a(x—5)+2by—o. 
Les équations (36) et (35) peuvent s'écrire 


LT M ER 
En CE M D 0! 


Soit 5 le diviseur de la forme, c’est-à-dire le plus grand commun 
diviseur de a, 2b, c, les équations précédentes peuvent encore 


* s'écrire 
CRE 
ne LRU) 20°? 
ds S NU e 


(38) B——-u, 
a 

(39) = — U, 
C6) 

L 20 

(40) A—0———u 
6} 


Pour que 8, y, 4 — à soient entiers, il faut que w soit entier. 
Pr Ÿs 


CAD 
En effet, les nombres ENS n'ayant pas de facteur commun, 
(sy 
le dénominateur de w, supposé réduit à sa plus simple expression, 
a —2b 


PE à Sc =—1C s. r x 
ne peut diviser à lors = que sulest épalla r. 
(o} ox (o} o 


Remplaçons $ et y par leurs valeurs dans l'équation (32), il 


vient 


ou 
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ou, d’après l'équation (40), 


a—0\? b?u? ac 
— + LAN 
Qu ç? o? 


ou 


D \ 9 
x ON? 
(- ) =— Du?+ 0. 
ME 


s à a + Ô : 
Il suit de là que De est un nombre entier. Posons 


Ni 
0 
(C0) 5° 1; 
i 2 
on a 
(42) #2 + Du? 0o?, 


et les nombres 4, B, y, à sont donnés par les équations (38), (39), 


(40), (41) 


Fa bu 
(43) OC rm: 
(4) B= —; 
s _t+b 
(46) d — & 
(eo) 


Réciproquement, si l’on détermine deux nombres entiers 
satisfaisant à l'équation (42), puis qu'on prenne pour 4, 8,7, 0 
les valeurs données par les formules (43), (44), (45), (46) : 


IN 
y Ô 


. PSE a ; 
1° ces valeurs sont entières; 2° la substitution ( :) laisse 
[l 


invariable la forme (a, b, c). 


En effet : | 

1° ç divisant a et c, $ et y donnés par les formules (44) et (45) 
sont des nombres entiers. De plus, 5? divisant ac et 4 b? divise 4D, 
l'équation (42) montre, par suite, que 6? divise 442. Donc © 
divise 2 &. Il divise d’ailleurs 2 0. Ceci montre que 24 et 2ù donnés 
par les formules (43) et (46) sont des nombres entiers. D'ailleurs 


AA 
leur somme — élant un nombre pair, ces deux nombres sont de 


même parité. 
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D 
© 
(#14 


Enfin leur produit 


442 — bu? Flore 2 
â À er 0) 


o? o? Chu) 


étant pair, ces deux nombres sont pairs. 
Les nombres 24 et 2 à étant pairs, les nombres à et à sont en- 
Liers. 


B 


” ès x ; 
> Pour vérifier que la substitution ( à laisse la forme 
De (] 
(a, b, c) invariable, il suffit d'effectuer cette substitution, en 
remplaçant 4, 6, y, à par leurs valeurs, et de tenir compte de 


l'équation (42). 


318. É'quation de Pell. — Tout revient à trouver les valeurs 
entières de £ et de w satisfaisant à l’équation (42); cette équation 
se nomme équation de Pell. Or, dans le cas qui nous occupe, 
D 0, la résolution de l’équation de Pell est très simple. Il suffit 
de donner à w les valeurs o, Æ1, +2, ... croissantes en valeur 
absolue, jusqu’à ce que la valeur correspondante de {° 


devienne négative et, par suite, inadmissible. À chaque valeur 
de w, correspondra o ou 2 valeurs de #, suivant que 5? — D w? 
sera ou non carré parfait. 

Examinons les choses d’un peu plus près : 

1° D'abord on peut toujours prendre pour w la valeur o, il faut 
prendre alors pour t l’une des valeurs +. Ces valeurs de w et 4, 
transportées dans les formules (43), (44), (45), (46), donnent. 
pour &, P, y, Ô, les valeurs (Æ1,0,0, 1), c'est-à-dire qu’on ob- 
AS 


o 1) 


évidentes « priori. La seconde substitution est celle que nous 


4 


tient ainsi la substitution identique et la substitution ( 
avons désignée par I (n° 295). 

2° Essayons maintenant pour u les valeurs 1, il en résulte 
(47) t2— o— D, 


Faisons les remarques suivantes : 
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La quantité 
4D =4ac—(2d}? 
est positive et divisible par o?. 

Le quotient de 4D par 6°? 


est évidemment congru à o où à— 1(mod/4). Donc ce quotient est 


égal au moins à 3. On a donc 


(48) HIDE 


On conelut de là que la valeur (43) de 4? ne peut être positive 


ou nulle que si 
4D = 30? 


ou 
4 D = 4 0?. 


Dans le cas où 4D — 36?, 5 est pair, et l’on obtient pour £ l’une 


en CA 


des deux valeurs + -. 
2 


On a alors quatre systèmes de solutions 


BE u—=—1;, D E=Ue U= À, 
faÿ (e} (e} (e} 
By = = — -, LR 
> 2) 2 2! 
qui donnent quatre substitutions 
(ox à (o} 
- — b - + b 
2 6 
s Fo 5 E 
BE] 52 
(o} (oÿ 
HN == 
«a > CL 3} 
G (e} MT (ex 
—ÿ = G 
RO Rp 
Ce 2 C 
(ox (o} (e} 5 
2 
y er 
th — — b 
2 > > 
(o} (o} / (o} (ox 


Appelons A la première de ces substitutions, on voit facilement 
que les trois autres sont A1, AI, A1. Avec la substitution iden- 
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tique et la subsutution |, cela fait en tout six substitutions modu- 
laires qui transforment la forme en elle-même. 

Dans le cas où 4D — 45?, on obtient pour 4 la valeur t—oet 
l’on a deux systèmes de solutions : 


A Site U—=—1. 
0, == 0; 


qui donnent deux substitutions : 


=D 6 b e 
G 5 co G 
| 
a b pi {à 
(o} (e} (o} [o 


L’une étant A, l’autre est AT. Avec la substitution identique 
et la substitution [, cela fait en tout quatre substitutions qui trans- 
forment la forme en elle-même. 


3° Enfin on ne peut donner à w de valeurs supérieures à 1; car 


on aurait alors 


Donc 


Or 5? — 4D est négatif, à cause de l'inégalité (ao La valeur 
de f, étant négalive, ne peut convenir. 

En résumé, on a trouvé dans tous les cas les substututions 
modulaires qui laissent une forme invariable. 

En général 1l n’y en a que deux. 

Lorsque 4 D = 36?, il y en a six. 

Lorsque 4D — 45?, il y en a quatre. 


319. Remarque. — Dans tous les cas, il est évident, a priori, 
que les substitutions modulaires qui laissent une forme invariable 
forment un groupe. C’est ce que l’on vérifie facilement. 


320. Exemple 1. — Reprenons les deux formes équivalentes 


du n° 315 : 


2 


3097? — 888 xy + 638 y?, 


2 


35 T2 1842Y 2422. 
On passe de la première à la forme réduite par la substitution 


STORES 
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On passe de la seconde à la forme réduite par la substitution 
SDS rs 
On passe donc de la première à la seconde par la substitution 
(STSETSI TS EN SRI AUDE 
ou 


SDS RATS SE 


En faisant le calcul, on trouve que cette substitution est la sui- 


ee ot | 
13 37 ) 


Cherchons maintenant toutes les substitutions modulaires qui 


vante : 


transforment la forme 
309%? — 888 xy + 638 y? 


en elle-même. On a ici 


L'équation en £ et w est donc 
t?+ Gu?=1 


qui n’a que les deux solutions : 


c’est-à-dire qu'il n'y a que la substitution identique ou la substi- 
tution [ qui répondent à la question. Il n’y à donc que les deux 


substitutions : 
BTO RO —19 —54) 
CAN 
15 37, —13 —37 
qui transforment la forme 
3097? — 888xy + 638 y? 


en la forme 
35%? 184 &y + 249 y2. 


321. Exemple IT. — Quelles sont les substitutions qui trans- 
Jorment la forme 2x? +10oxy +14 y? en elle-méme? 
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On a ici 

QE 2, 

Ds 
L’équation en tet west 

PH 3u?—= 4 

Elle a comme solutions 
 — 0; 0 = U—=—1, U——I1, UT, 
19; —=— 92, rt É——1, EN; Ps 


Le premier système de solutions donne la substitution iden- 
tique. 
Le second donne la substitution E. 


ER : L f—2 — 
Le troisième donne la substitution À — à) 
[ d 


Les trois autres donnent A-', ATet AIT. 


322. ARésolution du troisième problème du n° 305 pour les 
formes à discriminant positif. 

Etant donné un discriminant positif, trouver les différentes 
classes de formes ayant ce discriminant. 


Soit D le discriminant donné. Il suffit de trouver les formes 
réduites ayant ce discriminant. Or, dans une forme réduite, on a 


51:4/3 


On prendra donc pour b toutes les valeurs entières, positives, 
négatives ou nulles, satisfaisant à cette condition. Ces valeurs sont 
en nombre limité. 

Une valeur de b étant choisie, on a 


AG — ba D 


On décomposera donc, de toutes les façons possibles, b?+ D 
en un produit de deux facteurs positifs (!), et, parmi toutes les 
valeurs possibles pour & et c, on choisira celles qui donnent une 
forme réduite (a, b, c). 


(') On suppose toujours & et c positifs. 
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ILimporte de remarquer que l’on obtient ainsi un nombre fint 


de formes. . 


323. Exemple I : 


Der 
Dans ce cas 
> I 
[èl= V/: 2 
Donc 
=) 
Alors 
ŒC —= 31. 
Donc 
&æœ—C—=I 


ax? + y? 
Exemple IT : 
D =) 
Dans ce cas 
< 72. 
Roi= \/ 3 
Donc 
() =}, 
Alors 
AC 


D'ailleurs & doit être plus petit que c. Donc 


Ale C0, 


Il n’y a donc qu’une forme réduite de discriminant 2, à savoir 


DA ONE 
£xemple IIT : 
D — 3 
Dans ce cas 
LEVÉE 


Donc 


D= ou b =". 
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S10— 0; 
CO Ne) 
Donc 
EE, CIRE 
SHOT. 
AC — 


a et c étant égaux, à doit être positif. Donc b — 1. En résumé, il y 
a deux formes réduites de discriminant 3, à savoir 


a+ 3y? et 22%7+ 2%y +2y?. 


Exemple IV : 


D 
Dans ce cas S 
7 
b|< Le 
151:4/2 
Donc 
010 ou DIE 
Si 0, 
DE = 5 
Donc 
&Œ—=T, C = 7. 
SEPT, 
LCL 20 


D'ailleurs & doit être au moins égal à 2; donc 
CAE CU 


La condition 2b ;<— 4 montre que b ne peut être égal à — 1; 


donc b—1. En résumé, il y a deux formes de discriminant 5, à 
savoir 


Exemple V : 


Dr 
Daws ce cas 
| 1 
es(/ 75 
J 
donc 
b=0 ou b=—ÆEr. 


16 
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DD 0) 
Biè ==NNE 
donc 
GR = CITE 
SU0 == EU, 
CCD 


D'ailleurs a doit être au moins égal à 2; donc 


= D); C0: 


ou 
Et), CE" 


Mais si «a — 2, b ne peut être égal à — 1. En résumé il y a quatre 
formes réduites de discriminant 11. 


DIV 202 22 OP, STD TYPES T0 TEA V2, 


Exemple VI : 


Dans ce cas 


donc 
bo be 
Si b—0o 
GG — 17e 
donc 
=, C=17 
SUD EN 
A8 = 0e 


D'ailleurs & doit être au moins égal à 2. 
On peut donc prendre 


% 2, CHAN 
== 10, CIC: 
Sib—+o 
AC = 


Mais & devant être égal au moins à 4, le plus petit diviseur 
de 21 supérieur à 4 est 7; mais si l’on prenait à — 7 il faudrait 
prendre € — 3, ce qui ne doit pas être ; donc on n’obtient pas ainsi 


de nouvelle forme réduite. 


FORMES A DISCRIMINANT NÉGATIF. 243 


En résumé, il y a cinq formes réduites de déterminant 17. 


MI RAP PT TA DUy A0 PA rie 2&Y + 62: 


$ V. — Résolution des problèmes du n° 305 pour les formes 
à discriminant négatif. Equation de Pell pour un discriminant 
négatif. 


324. Soit (a, b, c) une forme à discriminant négatif. 
Nous supposons donc D = ac — BP £o. 
Il en résulté que l’équation 


aw?+2b0w+c—=o 
a deux racines réelles 
be) =D 


«a 


; 
ou 
ba VA 
+ 
en posant 
— D — A, 
A est alors positif. 

Ces racines sont d’ailleurs incommensurables, puisque nous sup- 
posons toujours que — D n’est pas carré parfait, 

Ce sont des nombres algébriques du second degré. Nous les 
appellerons racines de la forme. 

Nous distinguerons la racine qui correspond au signe + du 
radical, que nous appellerons première racine et désignerons 
par w, , de l’autre que nous appellerons seconde racine et désigne- 
PODS par Wo. 


Si a > 0 la première racine est la plus grande. Si a <o c’est le 


contraire. 


325. Remarquons que la connaissance d’une forme entraîne 
celle de son discriminant et de sa première racine. 

Réciproquement, sé l’on connaît le discriminant, et la pre- 
mière racine d’une forme, cette forme est déterminée. 

En effet, si l’on connaît la première racine, on connaît la seconde, 
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qui est le nombre conjugué. On a donc 


b?— ac = À, 
TP VA 
DVI ER 

«a 


SE 


= W2 
(4, 
On en ure 
2 VA 
4 — DV c] 
Oi — Wa 
pes —(oit+o)Va 
3% O1 — Woo 
2 U)4 Wa VA 
CRE 
QE RE 


Donc la forme est déterminée. 


326. Remarque.— Les deux formes (a,b,c), (—a,—b, —c) 
ont mêmes racines, mais la première racine de l’une est la seconde 
racine de l’autre. 

Réciproquement. — Si deux formes de même discriminant 
ont les mêmes racines, mais de façon que la première racine de 
l’une soit la seconde racine de l’autre, ces deux formes ont leurs 
coefficients égaux et de signes contraires. 

En effet, soient (a, b, c), (a', b', c') ces deux formes. On a, par 
hypothèse, 


(49) b— ac —b?— a'c'=A, 
(50) md 
a a 


L'égalité (50) donne 
(a+ a')ÿA = ba'— ab'. 
VA étant incommensurable, ceci ne peut avoir lieu que si 


a — a! =}, 
ba'— ab! — 0, 
d’où 
DZ GG, 


Db = — b", 
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et alors de l'égalité (49) on tire 


! 


C——C. 


327. Substitutions linéaires sur une seule variable. — 


. . . . Ye œ , 
Effectuer sur une variable w une substitution linéaire ( NI cest 
f Ô 


au + f 


remplacer w par RL 


. 5 . a 
Quand on effectue sur deux variables x, y, la substitution ( à , 
0 


. . œ 
la substitution ( F 
y Ô 
Mais toutes les substitutions qu’on peut déduire de celle-là, en 
multipliant ou divisant les quatre coefficients par un même 


. , T 
) se trouve aussi effectuée sur leur rapport 7 


nombre, sont distinctes comme substitutions sur deux variables, 
et ne le sont pas comme substitutions sur une seule. 

En particulier, si l’on ne s'occupe que des substitutions à coef- 
ficients entiers, de déterminant égal à +1; ou, plus particulièrement 
encore, si l’on ne s’occupe que des substitutions modulaires, les 
deux substitutions fe :) de “ :) distinctes comme substi- 
tutions sur deux variables, ne le sont pas comme substitutions sur 
une seule. 

On peut donc distinguer le groupe des substitutions modu- 
laires sur deux variables et le groupe des substitutions modu- 
latres sur une variable. 


328. Relation entre les racines de deux formes équivalentes. 
— Soit une forme (a, b, c) dont les racines sont w, et w2. Sup- 
posons que par la substitution L :) (ad— By— + 1) cette forme 


se transforme en une équivalente (a/!, b', c'). Il est bien évident 
SAT ! ! . 

que, si l’on appelle w, w, les racines de la seconde forme, celles 

de la première sont égales à 


1 ! 
am, +8  aw,+$ 
RER AN NET TEUNNE à 
fo D 10e mim0 


de sorte que : les substitutions qui transforment une forme en 
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une autre, transforment les racines de la seconde en celles de 
la première. 

Mais, je dis de plus que, si aù— fy —1, autrement dit, st les 
deux formes sont de méme classe, les racines de même nom se 
correspondent. C’est le contraire si aù — fy—=—1. 

En eflet, soit 


2 


au, + B. 
By 7 D 2 
ND 41m 
on en tire 
NS 
ñ du — 8 
w; = ———————————— + 
YOiT+T a 


Supposons que w, soit la première racine, remplaçons-la par 


sa valeur 

NE MEN. 

Di = —————————— : 
[4A 


Il vient 
2 Ô(— b+ÿB2— ac) — Ba 


# POS NNEEe n 


En faisant disparaître le radical du dénominateur, on trouve 
après simplifications 


; —_[aaf + b(aù + By) + cyÔ] + (ad — By) VO?— ac 


(ES PE 
; aa? + 20 ay + cy? 


c’est-à-dire 


te 
Oy — 


D'+ (ad — By) b'"—a'c 
74 


Donc : si ad — Gy—1 


w' est la première racine, 
. ns 
81 40 — y ——1 


w' est la seconde racine. 


Réciproquement, si entre les racines de même nom, w, w’, de 
deux formes, il existe une relation de la forme 


ou si entre des racines de nom contraire, il existe une relation de 
même forme mais pour laquelle aù — By =—1, si de plus les 
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deux formes ont même déterminant, on passe de la première 


IN 


: Ce a 
forme à la seconde par la substitution ( ) 
nt Ô 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que la relation existe 
entre les racines de même nom, et que a — fi — 1. En faisant 
. . 4 

sur la forme (a, b,c) la substitution ( 
if 
ayant même discriminant et même première racine que la 

forme (a’, b', c'); elle lui est donc identique (n° 325). 


sp on obtient une forme 
[e] 


329. Revenons maintenant aux trois problèmes du n° 305. Le 
premier de ces problèmes s’énonce ainsi : 


Etant données deux formes, de même discriminant (néga- 
tif), voir stelles appartiennent à la même classe ou non? 


Soient (a, b, c)(a', b', c') ces deux formes. Pour qu’elles appar- 
tiennent à la même classe, il faut et il suffit que leurs premières 
racines w, et w', soient liées par une relation de la forme 


a 

Or, nous avons vu (n° 269) que pour cela, il faut que les 
périodes obtenues par la réduction de w, et w', en fractions con- 
tinues, soient composées des mêmes éléments, dans le même 
ordre, de façon que l’une des périodes se déduise de l’autre par 
une permutation circulaire des éléments. 

Cette condition est-elle suffisante? 

Soit À, B, ...,L la période de w,, 


cle A, US nr Es || 
Dr D 1 


La racine w, ayant une période composée des mêmes éléments 


dans le même ordre, écrivons 


w' A MÉDIAS DIE LAN. + 
LS 4 See 


la période de w', pouvant d’ailleurs commencer en réalité 
avant À. 
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Soient 


h le nombre des éléments A, B, ...,L de la période; 
k le nombre des éléments m,n,...,7; 
# celui des éléments m/,n/,...,p'. 
Soit d’ailleurs 
Érees |# 
Tes be: 


On a les égalités 


Pr+R 
MOTTE 
, Park 
ÉD 


PSE NE 


P' SE Q' R'— (— 1)#', 


(21R=e) 


» & étant respectivement la dernière et l’avant-dernière réduite 


OT 


LA 


; : PNR 
deslasfraction continue [777,007 5 étant celles de la 


fraction continue[ m', n!, ..., p'], d’où en éliminant x, on obtient 
une relalon de la forme 


ne AW + p 
Wi,— 
YH1+ 0 

avec 

PS OR, 

B= PR'— P'R 

= 505 

8 PSE OR 
et 


08 — By = (PS — QR)(P'S'— Q'R')— (— r}+F. 


Si donc Æ et k! sont de méme parité, k+kK! est pair 
et aù — By — 1: donc les deux formes sont de la méme classe. 

Si k et k! ne sont pas de même parité mais que À est impair, 
rien n'empêche de supposer que la période de w, commence 
termes plus loin. On peut donc, dans le raisonnement précédent, 
remplacer # par # + h; mais À + h + k! est pair; donc dans ce 
cas encore les deux formes sont de la méme classe. 

Reste le cas où k et k! ne sont pas de même parité et où À est 


pair. Je dis que dans ce cas les deux formes ne sont pas de la 
même classe. 
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En effet, on a 
Pr+R 


Wi — QzS’ PS — QR =(— 1}f, 
’ Pneer AU 1pr 4 
RO rss. P'S'— Q'R'=(— r1)f. 


Supposons que les deux formes soient de la même classe, c’est- 
à-dire que l’on ait 
» _ ai + B 


W y = 
; YO1 + Ô 


(aô — By —1). 


Par l'élimination de w, etw’ entre ces trois équations, on obtien- 
drait une équation de la forme 


ri 
VT—+p 
avec 
='P(aS =VR)EO(PSÆSR"), 
u=R(aS —}R')+S(BS'—5R'), 
V=P(yP= 09 FOUR 609; 
PORTER O ESP 0) 
d’où 


19 — pv = (PS — QR)(P'S'— Q'R')(a8 — By) = (— 1) TA" 


Donc, dans le cas qui nous occupe, Æ et k' étant de parités 

différentes, on aurait 
Ào — pv ——1. 

Or cette égalité est incompatible avec l'hypothèse k pair d’après 
le théorème du n° 270. 

Dans ce cas, les deux formes sont équivalentes, mais non de 
même classe. 

En résumé, pour que deux formes de même discriminant 
négatif soient de la même classe, il faut et il suffit : 1° que 
leurs premières racines développées en fractions continues 
donnent naissance à des périodes composées des mêmes élé- 
ments dans le même ordre, de façon que l’une des périodes se 
déduise de l’autre par permutation circulaire des éléments ; 
»° que le nombre des éléments de la période soit impair, ou 
bien, si ce nombre est pair, que les nombres d'éléments qui, 
dans chaque fraction, précèdent un méme élément de la pé- 
riode, sotent de même parité. 
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330. Exemple 1. — Soient les deux formes 


+ 2%Y — 47? 


et 
—1452%?— 21077 — 767? 


de discriminant — 5. 
On a 

Wi—= — 1 + V5=[1,4,4,4. cuil 

et É 

105 + ÿ5 


mr 8 00414004 0: 


D 

Les deux périodes sont identiques. De plus À —1 est impair. 
Donc les deux formes sont de même classe. 
Exemple 11. — Soient les deux formes 


77&?— 4oxy + 5 y?, 
5x?— 10%y + 2y? 
de discriminant — 15. 


On a 
DOS 9 
= pue] 
et 
MS Ve * 
D 


Les deux périodes se déduisent l’une de l’autre par permutation 
circulaire; À — 2 est pair. Mais en faisant commencer la période 
de w, au quotient incomplet 2, de facon que les périodes soient 
identiques, on a * — k'— 3. Donc k et L! sont de même parité. 
Donc les deux formes sont de même classe. 


Exemple III. — Soient enfin les deux formes 


1 æ?— 3 y?, 
mn m0 Ci 0e, 
de discriminant — 3. 


On a 
= W3Z=T[1,1,2, 1,0, | 


et 
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Les deux périodes sont identiques; k—2 est pair, k—41, 
k'= 2 sont de parités différentes. Donc les deux formes sont équi- 
valentes, mais non de même classe. 


331. Autre façon d'exposer les résultats précédents. Formes 
réduites. — On peut exposer la solution précédente, de manière 
à rappeler celle qu’on a donnée pour les formes à discriminant 
positif. En effet, nous montrerons encore que toute forme est de 
même classe qu’une forme particulière, dite forme réduite, etnous 
serons ramenés à voir si deux formes réduites sont équivalentes. 

Nous appellerons forme réduite, dans le cas des formes à dis- 
criminant négatif, une forme dans laquelle la première racine 
est supérieure à 1, et la seconde comprise entre —1 et o. 

Pour qu’une forme (a, b, c) soit réduite, il faut d’abord qne la 
première racine soit supérieure à la seconde, ce qui exige 


B10: 


Ensuite, il faut que le nombre 1 soit intérieur et le nombre — : 
extérieur à l’intervalle des racines, ce qui donne les deux autres 


conditions 
a+2b+c<o, 


AD be C0. 


Enfin, il faut que les deux racines soient de signes contraires. 


Donc il faut 
CM O; 


Ces quatre conditions sont d’ailleurs suffisantes. 
La propriété fondamentale et caractéristique de ces formes ré- 
duites est la suivante : 


Lorsqu'une forme est réduite, sa première racine se déve- 
loppe en fraction continue périodique simple et récipro- 
quement. 


Ce théorème résulte immédiatement de ce qu’on a dit au n° 268. 


332. Toute forme est de méme classe qu'une forme réduite 
au moins. — En effet, soit une forme (a, b, c). Développons sa 
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première racine en fraction continue. Soit 


2 


A 20 ru || 
D À se 


Soit À le nombre des termes de la période À, B, ..., L; soit 
le nombre des termes irréguliers m, m, -..,r. 
Posons, si Æ est pair, 


Posons, si Æ est impair, 


RS 


TEA 
ÈS 7 


Dans les deux cas on a une relation de la forme 


Pz+R 


DS 


(PS—QR—=+1:). 
D'ailleurs, 1l est évident qu’un nombre algébrique du second 
degré, est toujours la première racine d’une certaine forme. 
Donc, x est la première racine d’une certaine forme. Cette forme 
est réduite, et elle est de même classe que la forme (a, b, c), puis- 


qu'elle s'en déduit par la substitution modulaire Ce " Le 
fa 
théorème est donc démontré. 

Remarquons d’ailleurs que l’on pouvait faire commencer la 
période de x, deux éléments ou quatre, etc., plus loin. Donc, 
excepté pour L —1 ou  —2, il y a plusieurs formes réduites 
équivalentes à la proposée. 


333. Maintenant, le premier problème du n° 305 est ramené au 
suivant : Reconnaître si deux formes réduites sont de la méme 
classe. C’est ici que l’aspect de la solution est différent de ce qu'il 
était pour les formes à discriminant positif, Pour les formes à dis- 
criminant positif, nous avons, en effet, vu (n° 311) que deux 
formes réduites ne peuvent être de même classe sans être iden- 
tiques. [l n’en est pas de même pour les formes à discriminant 
négatif. 


En effet, si l’on applique aux formes réduites la condition 
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trouvée au n° 329, on voit que : pour que deux formes réduites 
sotent de même classe, il faut et il suffit : 1° que leurs premières 
racines, développées en fractions continues, donnent naissance 
à des périodes composées des mémes éléments dans le même 
ordre, de façon que l’une des périodes se déduise de l’autre 
par permutation circulaire des éléments; 2° que le nombre 
des éléments de la période soit impair, ou bien st ce nombre 
est pair, que le nombre d'éléments qui, dans la seconde frac- 
tion, précède l’élément qui est à la première place dans la 
première fraction, soit pair. 


334. Étant donnée une forme réduite, il est facile de former 
toutes les formes réduites qui sont de même classe qu’elle. Soit, 
en effet, 


(51) Fer RO 


le développement en fraction continue de la première racine de 


la forme. Cette forme est équivalente à celles qui ont pour pre- 
mières racines les nombres 


fo D D AE CD | 
EE 


c'est-à-dire les nombres qu’on obtient en faisant commencer la 
fraction continue (51) successivement au 3°, au 5°, etc., élément. 
Soit À le nombre d'éléments de la période de x. Si À est pair, 


: kh DRE NS . re ES À , 
ilya : formes réduites équivalentes à la proposée; si L est impair, 
il yena. 

335. Résolution du second problème du n° 305. — Nous 


allons maintenant résoudre, pour les formes à discriminant né- 
gatif, le second problème du n° 305. 


Deux formes à discriminant négatif ayant été reconnues 
appartenir à la même classe, trouver les substitutions modu- 
laires qui permettent de passer de la première à la seconde. 
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La méthode qu'on vient d'employer pour reconnaître que deux 
! 4 > A 
formes (a, b, ec), (a!, b',c') appartiennent à la même classe, donne 
Fe : : : 
en même Lemps une substitution modulaire qui transforme l’une 
dans l’autre. En effet, on a trouvé, au n° 329, une substitution 


&=(Q à) 


qui transforme æ en w,, et une substitution 


H P’ R' 
Q' S' 
qui transforme x en w". 


Dans ces conditions, il est évident que la substitution G trans- 
forme la forme (a, b, c)en la forme (d, e, f); [en appelant (d, e, f) 
la forme qui admet x pour première racine]; et que H= trans- 
forme (d,e, f) en (a/,b',c'). Donc la substitution GH- trans- 
forme (a, b,c) en (a/, b', c'). Elle répond donc à la question. 

Il faut maintenant trouver toutes les substitutions modulaires 
qui transforment (a, b, c) en (a, b', c'). 

11 suffit pour cela de trouver toutes les substitutions modulaires 
qui transforment w', en w, et de prendre loutes ces substitutions-là 
et toutes celles qu’on en déduit en changeant les quatre coeffi- 
cients de signe (n° 327). 

Soit L une substitution modulaire et qui transforme x en lui- 
même. Il est évident que la substitution 


GLH-1 


transforme (a, b,c) en (a’, b', c') et par suite w° en w.. 
Réciproquement, soit K une subsütution modulaire transfor- 
mant &', en w,; il est évident que la substitution 


G-1KH 


transforme la forme (d, e, f) en elle-même, et par suite x en lui- 
même. 
Posons cette substitution égale à L. On a 
CAR 
fs 
d’où 
= END 
En résumé, on voit que pour trouver toutes les substitutions 
3 Le , FN ! c. 
modulaires transformant wW, en &,, cl faut trouver toutes les 
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substitutions modulaires transformant x en lui-méme; puis 
multiplier ces substitutions, à gauche par G, à droite par H°*. 


336. Nous allons donc chercher les substitutions modulaires 
qui transforment + en lui-même. 

Considérons la fraction continue formée par les éléments d’une 
période de x, si le nombre } de ces éléments est pair, ou par les 
éléments de deux périodes de +, dans le cas contraire. 

Soit [ A, B, ..., L] cette fraction continue. 


in LE ’ e R si # « 
Appelons Q la dernière réduite et = l’avant-dernière réduite 
1 1 


de cette fonction. On a 
et 


PiSi— QRi=+i1, 


puisque le nombre d'éléments de la fraction continue est pair. 
A ss 
Q1 Si 


Considérons maintenant les fractions continues qu'on obtient 


Donc la substitution 


répond à la question. 


en prenant les éléments de 2,3, 4,5,... périodes lorsque L est 
pair; 4,6,8,10,... périodes lorsque est impair. 
On obtient de la même facon de nouvelles substitutions. 


APRES ) ( P; R; ) 
ee SUN OS UE 
répondant à la question. 


Enfin, Les substitutions inverses des précédentes répondent 
également à la question. 


337. Je dis que ce sont là toutes les substitutions répondant à 


DATE 


une telle substitution. 
Nous allons d’abord trouver des inégalités auxquelles satisfont 


la question. 
En effet, soit 


(52) 
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les coefficients 4, 6, y, à. On a par hypothèse 


ax + 


Fo FT ya+ 5 


On en ure 
y2x2+(0— ax —$B—=0o. 

Or cette équation ayant pour racine le nombre x qui se déve- 
loppe en fraction continue périodique simple, a nécessairement 
ses deux racines de signes contraires, la positive étant plus 
grande que 1, et la négative plus grande que —1 (n° 268). 


Comme on peut évidemment supposer 
ÿ 20, 


car sinon on changerait le signe des quatre coefficients #, 6, y, à, 
les conditions précédentes s'expriment par les inégalités 


Bo, 
(54) You fo, 
(55) y—d+a—$>o. 
Les nombres $ et y étant positifs, il en est de même de fy. 
L'égalité : 
(56) aù — fy = 1 


montre alors que le produit «ô est aussi positif, c’est-à-dire que 
æ et à sont de même signe. Mais remarquons maintenant que, si 
dans une substitution de la forme (52), les deux coefficients z et 
à ont un certain signe, lorsque les deux autres sont positifs; dans 


la substitution inverse 
— dr +$ 
{ZT == (58 


Sa 


2 


: . : Re 
les coefficients qui occupent les places « et à, dans la substitution 
précédente ont le signe contraire lorsque les deux autres coeffi- 
cients sont encore positifs. Donc on peut se borner à chercher 
les substitutions de la forme (52) pour lesquels on a 


«ao; Ê2=0 je 0; d>o. 


: OPEN Sr 
et l’on aura ensuite à adjoindre aux substitutions trouvées leurs 
inverses. 
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Je dis que l’on a 
B< a 
En effet, si l’on avait 
(57) re 
l'inégalité (55) donnerait 
( 58) Ÿ = ô. 


Des inégalités (53) et (58) on déduirait 
By > a, 


ce qui est incompatible avec l'égalité (56 ). 
On a donc 
Go. 


. r , . œ . . 
338. Ceci posé, réduisons . en fraction continue. 
Soit 
f 
Œ 
2 =[a, 6, .…., 0]; 
if 
œr, . = . 2 £ or . . & 
- étant irréductible, à cause de l'égalité (56), est identique à la 
i 
dernière réduite de cette fraction continue. 


nr 
D'autre part, soit & l’avant-dernière réduite de cette fraction 
D) 


continue. 
On a 


et 


suivant que le nombre des quantités a, b,...,{l est pair ou im- 

pair. Mais on peut toujours supposer que ce nombre est pair et 

que aù — ff — +1. Il suffit, en effet, dans le cas contraire, de 
« I 

remplacer { par ({— 1)+ —. 

em] par ( SR 

Soit donc 
(59) ad — By —1, 
le nombre des quantités a, b, ..., l'étant pair. 


Des égalités (56) et (59) on déduit 


(Go) a(ô — à) = y(B —$'); 
ce 
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a divise donc y( 8 — $"). Mais il est premier avec Y: donc il divise 
B— £'. Or et B' sont plus petits que v. 


Donc 
B = B > 
et l'égalité (60) donne alors 
(61) à = o 
L'égalité (53) s'écrit alors 
__aæ + B 
7 yæ + s 
d’où 
DEN DAC EEE LETTRE 
d’où 


Comme il n’y a qu’un développement possible de x en fracuon 
continue, et que d’ailleurs la suite &, b, ..., l contient un nombre 
pair d'éléments, cette suite se compose d’une ou plusieurs fois la 
suite (A,B,..., L) définie au n° 336. Donc la substitution 


CRE 


est une des substitutions que nous avons désignées plus haut par 
] 
Qi Si Q>2 Ds 
[0] 


, , . . œ 6] 
Il est donc démontré que les substitutions ( de changeant x 


1e 
L 

en lui-même, pour lesquelles 4, 8,7, à sont positifs, ne sont autres 

que les substitutions 


ba PER 

L r) 
Qi Si Q2 S 
Quant aux substitutions dans lesquelles 4, 8, +, 3 ne sont pas 
tous positifs, nous avons dit que ce sont les inverses des précé- 
dentes. 


Donc, en définitive, le procédé indiqué au n° 336 donne bien 
toutes les substitutions modulaires transformant + en lui-même. 
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399. Remarque. — Toutes ces substitutions constituent la 
suite des puissances, positives ou négatives, de la substitution 


(a si) 
Qi Si 
Il suffit, pour le démontrer, de démontrer que la substitution 


17 R 2 1 1 Pa à 
( 5 Le est le produit de la substitution ( À par la 


Qu S n+1 Q» Sn 
bstituti ei “ 
substitution . 
Qi Si 
En effet 
# —=[A,B K; IA 
Q: re e] JAVA à pl ? 
R; : 
S =[AB/ KT. 
. Ste pt LA ME LE NE “| | 
n 
R EU er ec CHMÉMOCES AUS à ce lb) 
_ RES VAUT K] 
nm Fes 7 ue 7 
: BR : : . 
Fn# Sobtient en remplaçant dans = le dernier quotient incom- 
n+1 rm 
plet L par 
[l 
Qi 
R 


ENT à E 6 ; : 
1 s'obtient en remplaçant dans “ le dernier quotient incom- 


n+1 nm 


plet L par 


L + ne 
sp 
Donc 
P; 
P211 Le 0 FRA LD P,P,+ QiRy 
O7 né Ars se 2 P; (8) EL Q19x 
Qi ” 
et 
as 
PR 
Ry+1 ” S1 Pa = RiPr+ S:1 Ra. 
Sn+1 du Ro Tes Ri Qu + S1Sx 
dn 
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D'ailleurs on voit facilement que les nombres P,P, + Q,R» 
et P;, Q + Q: Sa sont premiers entre eux; de même les nombres 
RP, -+ Si R; et Ri Qn+ S, S,° Les égalités précédentes donnent 


donc 
Prn— 12) P,+ Q: R», 


Qh+1 A P; Qù + Qi Sn: 
Ry+1 de R; Ph + Si R;, 
S p+1 or R: Q+ S1 Sp: 


te Ra+1\ 

Qx+1 0) 

( PiPa+ QiRr RiPn + S1Ra 
PiQn—+ QiSn R1Qn+S1S»/ 


Donc la substitution 


est identique à 


Or il est facile de reconnaître dans cette dernière le produit des 


te + É Se 
Q> Sn Qi Si 


Le théorème est donc démontré. 


deux substitutions 


340. Exemple. — Soient les deux formes 
(1,1, —4), (—145,—105, — 76) 
du n° 330. 
On a 
On 07 4, 1» 
w\ = 1,310 44 ] 
Donc en posant 
T=—= 14 ] 
on a 
W1 — [Lee 
w; re Ls, >] 
ou 
DENT 
OO — 
4THI 
SE 17% — 3 
23T + 4 
On en déduit 
30 + 2 


(62) O1 — TER 
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Donc la subsutution ( 
7 


Maintenant, cherchons toutes les substitutions modulaires qui 
jouissent de cette propriété. 

Pour cela cherchons toutes les substitutions modulaires qui 
transforment x en lui-même. 


Or 


3 
) transforme w' en w,. 
9 


1704 


T4 cl 4æ+1? 


donc les substitutions cherchées sont les puissances posilives ou 
négatives de la substitution 


Ci) 
EPL 


Les substitutions modulaires, transformant w' en w,, sont les 
substitutions de la forme 


de: Cat) RS ET NRT R 
23 rs 1 Je ) 
FA 3 x “à DR 
se cale ts 1e Je 


Enfin les substitutions modulaires transformant la première des 


ou 


formes données dans la seconde sont les substitutions précé- 
dentes, ou ces substtutions multipliées par la substitution ÎI 


(n° 293). 


341. Résolution de l’équation de Pell, dans le cas du discri- 
minant négatif. — Mais on pourrait chercher à résoudre autre- 
ment le problème de trouver toutes les substitutions modulaires 
qui transforment une forme, réduite ou non, en elle-même. 

En effet, la solution donnée au n° 317 pour les formes à diseri- 
minant positif s'applique sans y rien changer aux formes à discri- 
minant négatif. Nous avons vu que : 


Toutes les substitutions modulaires qui laissent invariable 
une forme (a,b,c) sont de la forme 
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a, B, y, à étant données par les formules 


CD cu 
(OS pEnsE, 


(63) au EN 7 
y = ARE 


| 
| 
| 


5 étant le diviseur de la forme et t, uw étant deux nombres 
entiers satisfaisant à l'équation de Pell 


{2 — Au? = 02. 


Mais le coefficient de 5? étant ici négatif, la méthode de résolu- 
tion de cette équation donnée au n° 318 ne s’applique plus. 
Nous allons donc, au contraire, déduire la solution de l’équation 


; ET C ; Es 
de Pell, de la connaissance des substitutions ( :) déterminées par 
0 


02 


Î 
la méthode précédente. 


342. Nous rappellerons d’abord que, ainsi qu’on l’a remarqué 
au n° 318, la quantité 4D est divisible par &?, et que le quotient 
est congru à zéro ou à — 1 (mod4). Donc la quantité 


&A—=—4D 


n'a 2 A Ne 
est aussi divisible par 6?, et le quotient . est congru à zéro ou 


à un (mod 4) ou ce qui revient au même; on a l’une des deux con- 


gTruences 
À 


I] 
© 


(mod o?), 
ou 


re] 


4A= 6° (mod4o?),. 


Je dis que, réciproquement, deux nombres À ets qui satisfont à 
l’une de ces conditions sont l’un le discriminant changé de signe 
et l’autre le diviseur d’une forme réduite. 

En eflet, si c'est la première condition A = o (mods?) qui est 
satisfaite, considérons la forme 


+ - : A ee , A 
a étant la racine à une unité près par défaut de —. 
C< 


Si c'est la seconde condition 4 À = 5°? (mod 45?) qui est satis- 
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faite, considérons la forme 


4 À — 6? (} 
4 ; 
( o(a?— a), = (2a—t), —<), 


: N : I Be < A .. 
a étant la racine à moins de ; unité près de —, c’est-à-dire celle 
A 


des deux racines, par défaut ou par excès, qui est la plus 
approchée. 

Ces deux formes ont comme discriminant — À, comme divi- 
seur s, et elles sont réduites. 

En effet, en calculant le diseriminant de ces formes, on trouve 
dentiquement — A. 

D'autre part, dans ces deux formes les coefficients de x?, de xy 
et de y* sont divisibles par 5, et comme d’ailleurs, le dernier 
est — 5, ce nombre s est leur plus grand commun diviseur. 

Enfin ces formes sont réduites, car les conditions du n° 331 
deviennent ici : pour la première forme 


A 
+ 0 
52 
A 
(oeil), 
a 2 
et) 0) 
GO) 
et pour la seconde. 
A 1 \? 
= | di Ne: 0 
: 5? 2 


NE 

| 
FRS RES 
< à 

+ 

Di 

Se 

À 

© 


&| > 


conditions remplies, d’après la définition de a. 

Connaissant une forme réduite ayant comme discriminant — À 
et comme diviseur 5, pour résoudre l'équation {?— Au?=— 6?, 
on calculera, comme on la fait plus haut, une substitution 

. œ 5 : . . 
modulaire ( J qui laisse cette forme invariable, et les nombres 
\T Ô 


t, u correspondants sont, d’après les formules (63), donnés parles 
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relations 
(o} 
UE cos 
C 
t — sa + bu, 


b et c étant le deuxième et le troisième coefficient de la forme. 
De sorte que, dans le cas de A= o(modo?), on a 


LI —AD, 


t—o(a — af) 
et, dans le cas de 4A = 5? (mod 45?), ona 


VAIO 


t= (22 —2ap +8). 


Dans ces formules, on donnera à & et $ toutes les valeurs pos- 
sibles, à savoir les premiers et seconds coefficients des substitu- 
tons modulaires qui laissent la forme invariable, et l’équation de 
Pell sera complètement résolue. Cette résolution n’est d’ailleurs 
qu'un cas particulier de l’analyse indéterminée du second degré 
qui sera exposée plus loin. 


343. Cherchons, en particulier, le système de solutions dont les 
valeurs absolues sont les plus petites possibles (la solution 4 — 5, 
u — 0 non comprise). Remarquons, en effet, que d’après la forme 


de l'équation 
DES A u? — 2, 


les valeurs absolues de £ et de uw satisfaisant à l’équation croissent 
ou décroissent ensemble. 
Pour cela, d’après la formule 


me Ÿ. 


il faut prendre pour 8 la plus petite valeur possible. 
Or les valeurs de £ sont les nombres 


R;, Ro, 


du n° 336 pour les substitutions dans lesquelles 8 est positif, et 


les valeurs 
— R;, —R:, 
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pour les substitutions inverses (sans compter la valeur 3 — o cor- 
respondant à la substitution identique, qui donnerait la solution 
écartée par hypothèse u —0,t— 5). 

D'autre part, 


| RIRES 5 08 
il faut donc prendre 

B=R 
et, par suite, 

QR— PA 


Donc, dans le cas de 


on a 
u = Ra, 


et, dans le cas de 
4A = 0? (mod 452), 
on à 


= 


t— 2 (2P1— 2aRi+ Ra). 


Tel est le système des deux plus petites solutions positives. 


344. Exemple. — Soit l'équation 
CAO" 
Ici 
GRAS 
— 45, 


de sorte que 
ON 


Il 


0 (mod 62). 


' : : 7 8 A 
On doit prendre pour & la racine à une unité près de si 


c’est-à-dire 1c1 
D 


La forme à considérer est 


(3, — 0; —3), 


La période de w, a un terme : il faut donc prendre deux 
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re P; 
périodes, pour former 0,’ 
1 
1P I I 
= =i+e= eZ 
Q: 4 4 
et 
RE: 
SANT 
Donc 
Pit et RE 
On aura donc ici 
u — 4, 
(ILE) re 


Tel est le système des deux plus petites solutions positives. 


345. Du système des deux plus petites solutions positives de 
l'équation de Pell déduire toutes les autres. 


Comme on sait trouver toutes les substitutions qui laissent une 
forme invariable, on sait aussi trouver toutes les solutions de 
l’équation de Pell. Il suffit, dans Les formules du n° 343, de rem- 
placer P, et R, successivement par Pet Ro, P;etR;, LL: Mais 
on peut aussi déduire directement toutes les solutions de l’équa- 
tion des deux plus petites solutions positives. 

Faisons d’abord la remarque suivante : soient #',u/, d',u" deux 
systèmes de solutions de l’équation de Pell. 

Posons 
t'+ u'VA e lu A Sr u VA 


6 G Ce) 


(64) 


c’est-à-dire 
14 PCI 
(65) : A 
6. 
(66) Een 


(o) 


Je dis que les nombres # et w forment un nouveau système de 
solutions. En effet, de l'égalité (64) on déduit aussi 


(on A A TAN AN dia uvaA. 
T (o) » }] 
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d’où, en multipliant les équations (64) et (67), 


l2— Au"? _ t'— Au? 2 — Au? 


o? 5? HE co? 


Or les deux facteurs qui figurent dans le premier membre sont, 
par hypothèse, égaux à 1. Donc 


ou 


2— Au? — 06?; 


t et w satisfont donc à l'équation. Mais il reste à montrer qu'ils 
sont entiers. Supposons d’abord 


A= 0 (mod 6? ); 
on à 


Donc 5?, qui divise À, divise aussi 4? et #”?, Donc 5 divise Let 
t’. Donc les formules (65)et (66) donnent pour £ et w des valeurs 
entières. 

Supposons maintenant 

4A = 6? (mod 465?); 


on en déduit d’abord que 5 est pair. 


Soit 
Me) 
On à 
(68) A = p? (mod 4p?). 
(69) laut = àpt, 
(70) AU  p?, 
tt +Aulu 
_ CAL 
CIE 
= MR AR - 


L'équation (68) montre que À est divisible par p?. Les équa- 
tions (69) et(70) montrent alors que #/? et #”/? sont divisibles par ? 
et, par suite, que Let #” sont divisibles par p. 
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Soit k 
A = Ôp?, l'Æ Pr ta 100: 


Les formules précédentes deviennent : 


CN Di (mod4), 
(72) 02— Ou? — #4, 
(73) (MON AS 1 
RENTE: 
es (0"+ou'u )e. 
2 
OU rs 


U= ——— 2. 
2 


L’équation (32) montre que W? est de même parité que ou/2, el 
l'équation (73) que 0"? est de même parité PRE ou”? 

Donc (0/8")? est de même parité-que (dw!w/”)? et, par suite, #0 
est de même parité que du/u”. 

Donc t est un nombre entier. 

D'autre part, d’après l’équation (31), à est impair. 

Donc 4?, étant de même parité que àw”?, est aussi de même 
parité que w’?. 

Donc Wet u! sont de même parité. 

Il en est de même de 0’ et w”. 

Donc fu’ et fu! sont de même parité. 

Il en résulte que w est entier. 


346. Nous ferons encore la remarque suivante : soit #, w un 
système de solutions positives. Les deux quantités { et (— uw) con- 
stituent aussi évidemment un système de solutions de l'équation 


de Pell, On a d’ailleurs 


ë PUIS PE AV A lt? — Au? 
(74) ï x / = où © 


C) G oc? 


: UN is 
Ceci prouve d’abord que la quantité CES esL positive. 


| nt 4 À t—uya 
De plus les deux quantités positives EVA, me ayant 


: t + u VA | 
comme produit 1, la plus grande, AE est plus grande que 1; 


_u YA 


il L 1 
autre, > est plus petite que 1. 


a 
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Réciproquement, si un système de solutions 4, w est tel que 


t+u VAN . 5 
re CU L plus grand que 1, £ et w sont positifs. 


, SH \ (mn VAN . * 
l'égalité (74 CA ss $ 

Car l’ég (74) montre que = est positif et plus petit 

que 1. On a donc 


tu VA Lt+uya 


2 


O0 < 


— 
(o} (oJ 


d’où l’on déduit sans peine que # et w sont positifs. 
Si, au contraire, un système de solutions 4, w était tel que la 


, CHU VA,, ë : à Sas 
quantilé RENTE plus petite que 1, c'est que € serait posilif 


et u négatif. 


347. Ces remarques étant faites, appelons 4, « le système des 
deux plus petites solutions positives et posons 


er in ur VA 
Sn VER NE FAN re 


G G 


c'est-à-dire 


n(n—i1)(n—2)( n —3) 
9001 


I n n(n—1)(n —2 , ; 
SEA 2e LC le 
où—1 | 152289 


I n(7 —1 
= =—— [a + ir laus dr + 


En donnant à » les valeurs entières successives croissantes 
Es Ge ni rod 
on obtient une suite indéfinie de systèmes de solutions positives 
noie TS eo ete TU se 


Je dis qu'on les a tous. Supposons, en effet, qu'il existe un 
système de solutions positives, T, ÜU, non contenu dans la suite 
précédente, T ne pouvant être plus petit que #,, puisque 4, w 
représente le système des deux plus petites solutions positives, 
T serait compris entre deux nombres consécutifs de la suite #, 
et én41, par suite, U serait compris entre w, et u,,,, et l’on aurait 


a AVI SU VA D tnti + Uni va 


_e > ? 
[e] G e} 


AIMÉ SE se 
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ou à 
UN TEUVA He Vi ANA 
ce le 
ç (o] (og ei 
ou 
HE UR VEN CJ l1 = ui VA 
(55)  RALUVEES Je hiumVa, 
: Ê En + unVA 5 
Mais 
Cj o(tn— unVA) Irbne= Un VA 
TUE 13 — Au ; 


Donc les inégalités (75) peuvent s’écrire 


ee Er o DU UE tie ui VA 


+ 
ç T 


Or on verra, comme précédemment, qu’en posant 


T+U VA ai a IL CE LEZ LATE 
(o 


(os (og 


T''et Ü’ seraient entiers et satisferaient à l'équation de Pell. 


; ANA _— 
D'ailleurs EE étant plus grand que r, les quantités T’, U' 
(o 


formeraient un système de solutions positives, et ces solutions 
seraient plus petites que £,, u,; ce qui est impossible. 


348. Remarque. — Considérons les formes réduites du n° 342. 
Soit, par exemple, À = o (modo?) et, par suite, la forme réduite 


A 2 
= —64?; —a@6, 0), 
o) 


in, Un étant un système de solutions de l’équation de Pell; on a, 


par les formules (63), 


ln+ 4GU» à 
| a RENTE 2 on Un, 
(76) { 
- A : N COTON, 
rl ONU Re — 
GP c 


comme coefficients d’une substitution laissant la forme invariable. 
\A . . 
D'autre part, toutes ces substitutions sont, comme nous l'avons 


à ar ID à 
vu au n° 339, les puissances de la substitution ei + 
Î 1 
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Cherchons comment les indices des solutions de léquation de 
Pell correspondent aux exposants des puissances. 

Je dis que #», ux correspondent à É sn 

Qi Si 

En effet, il est évident que les valeurs positives de 4, et Ya 
données par les formules (56) correspondent aux valeurs posi- 
üives de 7 et croissent avec 7. 

D'autre part, il en est de même des coefficients de la puis- 


“ PR 
sance nine de ( - : : 
Goes: 


OP PT RANE 
Donc {,,ux correspondent à ( . 
Qi Si 


Le théorème s'étend facilement au cas de 7 0. 

Il se démontre de la même façon dans le cas où 4A = 5? (mod 4 5?). 

349. Résolution du troisième problème du n° 305 pour les 
formes à discriminant négatif : Étant donné un discriminant 
négatif, trouver les différentes classes de formes ayant ce 
discriminant. 


Soit À le discriminant changé de signe. Cherchons d’abord les 
formes réduites ayant ce discriminant. Soit (a, b, c) une telle 
forme ; on a(n°331) 


(77) ao, 
(78) CO; 
(79) a+2b+c<o, 
(80) a—2b+c>o, 


parce que la forme est réduite, et, d'autre part, 
(81) b?— ac — A. 


Les inégalités (59) et (80) donnent, en les retranchant membre 
à membre, 


(82) Do; 
et, en les multipliant membre à membre. 
(85) (a+ c}— 4b2< 0. 


Réciproquement les deux inégalités (82) et (83) peuvent rem- 
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placer les deux inégalités (79) et (80), car l'inégalité (83) montre 
que les deux quantités a + 20 + c et a — 2b + c sont de signes 
contraires; et d’ailleurs puisque b Co, c'est évidemment la pre- 
mière de ces quantités qui est négative, et la seconde positive. 

Ainsi l’on peut remplacer les cinq conditions précédentes par 


les cinq suivantes : 


(84) a>o, 

(85) b<o, 

(86) ce <o, 

(87) (ac) 4P1<0, 
(88) 2— ac = A. 


Ajoutons à l'égalité (85) l'égalité (88) muluipliée par 4; il 
vient 


(89) (a—c}< sa, 


d’où, puisque 


A TOMCTACE DS 
(90) ac An 
et a fortiori 
a <V4a. 


On donnera donc à «a successivement toutes les valeurs entières 
positives, depuis 1 jusqu’au plus grand nombre entier inférieur 
à V4A. 

Une valeur de & étant choisie, l'inégalité (go) montre que l’on 
pourra prendre pour € toutes les valeurs négatives, depuis —: 
jusqu’à l’entier négatif immédiatement supérieur à & — V4A. 

a et € étant choisis, on prendra pour b la valeur négative 


DEN 


à condition que cette valeur soit rationnelle. 

Les valeurs de à, b, c trouvées, satisfaisant à l'inégalité (90) et 
à l'égalité (88), satisfont à l'inégalité (85). D'ailleurs la valeur 
de & est positive, celles de b et de c sont négalives. Ces valeurs 
satisfont donc à toutes les conditions. 
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On trouvera ainsi plusieurs formes réduites de discriminant —A 
(on en trouvera certainement, ear il existe certainement des formes 
de diseriminant —— A, par exemple la forme x? — Ay?). 

Il restera à reconnaître celles de ces formes qui sont de même 
classe. D’après ce qu’on a dit au n° 334, ces formes se distribuent 
en groupes de formes de même classe. Le nombre de ces groupes 
est le nombre des classes des formes de discriminant — A. 

Il importe de remarquer que ce nombre est fini. 


390. Exemple I. — A — 2, 


a < Ve. 
On doit essayer 
HT Gr = 
POUR. 
CNE 8. 
Donc on peutessayer 
CNT 
Pour z—, 
c> 2 —V8, 


ce qui ne donne aucune valeur de c. 
IL faut donc prendre 


alors 


bD=—ÿ2—1—=—1; 
il y a donc une seule forme réduite 
(1, —1, —1). 


Par suite, il y a une seule classe de formes de discriminant 


Exemple II. — A — 3. Alors 


CE V2. 


On doit essayer 
Pousada, 
Donc on peut essayer 


C2 18 
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Pour c——1, 
BV, 


valeur qui n’est pas rationnelle. 


Pour c — — 2, 


bD=—y3—2——1. 
Pour a, 
C > 2 — V12. 
Donc on peut essayer 


CN 
Alors 
b=—ÿ3—2——1: 
Pour a, 
c>3— V2, 


il n’y a aucune valeur possible de c. 
On trouve ainsi deux formes 


1, = 2) et D ru). 


On vérifie qu’elles ne sont pas de même classe. 
Il y a donc deux classes de formes de discriminant égal à — 5. 


Exemple IIT. — A — 5, 


a < 20, 
Il faut essayer 
his DD, Cho CENT. 
Pouro—"0, 
GREN— v20, 
il faut essayer 
C— 1, C—=— 9, C== x, 
Pouv=n. 
/ cs 2 — 20, 
il faut essayer 
(DEEE CR) 


Poire = 


il faut essayer 


Pour a — 4, il n’y a aucune valeur possible de c. 
Ne gardant de ces valeurs que celles qui donnent des valeurs 
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rationnelles de b, on trouve les formes réduites 
(20; 1)uét (07, —°) 


qui ne sont pas de même classe. 
Il y a donc deux classes de formes de discriminant égal à — 5. 


Exemple IV. — A— 7, 


A 28. 
IL faut essayer 
DE EN, CASE GREEN, d—5 
Pour AT, 
CS T— 28, 
il faut essayer 
eZ ii; CE, C—=—3, C—=— 4. 
Pour, 
C2 V2. 
il faut essayer 
C——NY, CD; EC —=— 53 
Pour 4 —=5, 
c> 3 — 28, 
il faut essayer 
C—=—1, C—=—2 
Four 4 —4, 
c > 4 — V8, 
il faut essayer 
CUS 


Pour g—», 
c>5— 1/28, 


il n’y a aucune valeur possible de c. 

Si l’on essaye ces différents systèmes de valeurs de «a etc, on 
ne trouve que quatre de ces systèmes donnant une valeur ration- 
nelle de b, et l’on arrive aux quatre formes réduites 


(retro. O2, Tr), NC, 2) 
Mais si l’on développe les premières racines de ces formes en 
fraction continue, on trouve respectivement 
RE ME Te ee EUR 1 EN a 
Gide 41 Pet LS 


1,1,1,4, 111,4, AE Pare [, 1,4,1,1, ur. 
Se Est Sn eat" 21 
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D'où l’on déduit que la première et la seconde forme sont de 
même classe, ainsi que la troisième et la quatrième (n° 333). 


Il y a deux classes de formes de discriminant égal à — 5. 


$ VI. — Recherche des nombres représentables par une forme. 


351. Nous revenons enfin au problème fondamental de la 
théorie des formes, énoncé au n° 273 : 


Voir siun nombre m est représentable par une forme (a, b, c) 
et trouver les valeurs de x et de y, pour lesquelles la repré- 


sentation a lieu. 


En d’autres termes, résoudre, si c’est possible, l’équation in- 

déterminée 
ax?+2bxy + cy?= m. 

Tout d’abord, nous pouvons nous borner à chercher les repré- 
sentations propres du nombre m par la forme (a, b, c). En effet, 
comme nous l'avons vu au n° 274, si un nombre » est impropre- 
ment représenté par une forme (a, b, c), pour les valeurs x’, 
Ôy' des variables : 1° le nombre m est divisible par à?; 2° le 


nombre = est proprement représenté par la forme (a, b, c) pour 
5 prop P P 0; C)P 


les valeurs x’, y' des variables. 

Donc cherchons les diviseurs de » qui sont carrés parfaits. S'il 
n’en existe pas, le nombre 77 ne peut être improprement repré- 
senté. S'il en existe, soit 0? l’un d’eux; on cherchera les repré- 


. m 
sentations propres du nombre <—. 
52 


Le problème étant ainsi limité aux représentations propres, dé- 
montrons le théorème suivant : 


Rs P} S . 
302. Tuéorkue. — Pour qu'un nombre m soit proprement 
représentable par une forme (a, b,c), il faut que le discri- 
minant de la forme, changé de signe, soit reste quadratique 
de m. 


En effet, soient «, y le système de valeurs de x et y pour les- 
quelles la forme (a, b, c) représente proprement le nombre tn 
de sorte que 


ay? + 20ay + cY?— 1m, 
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4 el y étant premiers entre eux, il existe deux nombres B, à, tels 
que 
aù — By —1. 
Ceci posé, effectuons sur la forme (a, b, c), la substitution mo- 
dulaire 


Cette forme devient 
[a+ 2bay +oy?, (aa + bañ+bfy+cy)), af? +2b80+cû?]. 


Le premier coefficient de cette forme est justement égal à m ; 
posons les deux autres égaux à n et p, et cette forme s'écrit 


(m,n,p). 


Mais elle est de même classe que la proposée, puisqu'elle s’en 


# 1) 


’ . . . . (À = 
déduit par la substitution modulaire ( ) Donc elle a même 
; AUS 
discriminant. Donc 
mp — nr? = D; 
d’où 
n?= — (mod m), 


ce qui démontre le théorème. 


393. Cette condition que —D soit reste quadratique de m est 
donc nécessaire, mais n’est évidemment pas suffisante, pour que 
le nombre 7» soit représentable par la forme (a, b, c), puisque 
deux formes de même discriminant ne sont pas toujours équiva- 
lentes. 

Mais on voit, par la démonstration précédente, que non seule- 
ment — 1 est reste quadratique de m2 et que, par conséquent, 
on peut déterminer des entiers ñ, p satisfaisant à la condition 


(91) mp —m =D, 
mais que, de plus, /a forme 


(m,n,p) 


est de méme classe que la forme (a, b, c). 
Réciproquement, sé l’on peut déterminer des entiers n, p 


satisfaisant à la condition (91) (ce qui exige que — D sort 
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reste quadratique de m), et que ces nombres n, p soient tels 
que les formes (m, n, p) et (a, b, c) soient de même classe, le 
nombre m est représentable par la forme (a, b, c). 

En effet, le nombre m est évidemment représentable par la 
forme (m, n, p) (pour æ=1,7—o):il l’est donc aussi par à 
forme (a, b, c) qui est de même classe. 

D'ailleurs on sait trouver les substitutions qui permettent de 
passer de la forme (m, n, p) à la forme (a, b,c), on saura donc 
trouver des valeurs de x et y pour lesquelles la forme (a, b, c) re- 
présente le nombre m», correspondantes à la racine x de la con- 


gruence 
n=— D (mod m). 


Ro 7. 7. 

Soit ( spa substitution qui fait passer de la forme (@, b, c) 
7 (6) 

à la forme (m,n, p); « et sont un système de valeurs de x et y 


pour lesquels la forme (a, b, c) représente le nombre ». 


304. Mais dans la congruence 


rm=— D (mod mn), 


si l’on trouve une racine n, il en résulte une infinité d’autres qui 
sont congrues à celle-ci (mod m). Je dis que toutes ces valeurs 
de ? donnent un même système de valeurs pour x et y. En effet, 
à un tel système de valeurs 4, y correspondent une infinité de sys- 
tèmes de valeurs pour $, à, déterminés par l'équation 


aù — By —1. 


Soient Po, 00 l'un d’eux, tous les autres sont donnés par les 
formules 
B = Bo+ xé, 
IN NN 
0 — 09 + FA 


étant un entier arbitraire. 


= ? N . 
Si l’on remplace $ et à par ces valeurs, dans l’expression de n, 


n = auf + bad + by + cyd, 
on trouve 


= aa fo + bado+ bBoy + cYdo+ (aa? + 20ay + cy?)t 
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ou, puisque @a? + 2 bay + CHÊ == TN 


= No MU. 


On voit donc bien que les valeurs de » congrues à une même 
valeur 75 (mod m) correspondent au même système de valeurs 
4, ÿY pour x et y. 


395. En résumé : 


Pour savoir si un nombre m est proprement représentable 
par une forme (a,b,c), on voit d’abord si le discriminant 
changé de signe de la forme est reste quadratique de m. Si 
cette condition n’est pas satisfaite, le nombre n’est pas repré- 
sentable par la forme. Si, au contraire, cette condition est 
satisfaite, on résout la congruence 


(92) D (mod m). 


Soit n une solution (au module m près). On détermine le. 


nombre p, tel que 
mp —n= D, 


et l’on voit si la forme(m, n, p)est de méme classe que la forme 


je RE a Le Nr 
(a, bc) Sileniesnainst sou . | &ne substitution modu- 
7 [6] 


laire transformant (a, b,c) en (m,n, p); alors le nombre n 
est représenté par la forme (a, b, c) pour le système de valeurs 
æ—=13,7—=7y. Îl y a autant de systèmes de représentations 
correspondantes à la racine n de la congruence (92) qu'ily a 
de telles substitutions. 

Soit n' une autre racine de la congruence (92), incongrue à 
la précédente (mod m). On opère avec la racine n'comme avec 
la racine n. 

Si aucune des racines de la congruence (92) ne donne de 
représentations pour le nombre m, le nombre m n’est pas pro- 


prement représentable. 


Cette méthode s'applique aux formes à discriminant positif et à 


celles à discriminant négatif. 
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356. Æxemple. — Résoudre en nombres entiers l'équation 
222+ 6XY — 7? = 197. 
On à 


D = — 23. 


Cherchons si 23 est reste quadratique de 197. 
197 étant premier, il suffit pour cela de calculer le symbole de 


(2)- (7 -(2)-(8)-(5)- 06) 
(4) (9-6) 6 


Donc 23 est reste quadratique de 1957. 
Nous avons à résoudre la congruence 


T2 29 (mod 197), 


ou 
2ind nr = 68 (mod 196), 


Indrr— 0e 


À == 107: 


Le nombre p est égal à 


Donc la forme (m, n, p) estici, en posant r — +107, 
(97, 107, 58). 
Pour voir si les formes (2, 3, — 5) et (197, 107, d8) sont de 
même classe, ces formes étant à discriminant négatif, il faut 


réduire en fractions continues leurs premières racines, 
Pour la forme (2, 3, — 7) on trouve 


Lol Lo LS Sur 0 ln oi sl 


la période étant 1, 8,1, 3. 
Pour la forme (197, 107, 58) on trouve 


! ü 
HET RES lg en due . 
DTA 2 
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Si l’on fait commencer la période de w' au troisième élément 
de la vraie période, w, et w°, se trouvent avoir la même période. 
D'ailleurs le nombre d'éléments précédant la période est un pourw, 
et cinq pour w,. Done les deux formes sont de même classe 


(n° 329). 
Posant 
ot ee MINE Los oi 
D D / 
on à 
I 
Oy— — 
æ 
el 
- — Nr 


Oy —= = 
0027 


Eliminant x entre ces deux équations, on obtient 


— 106%, — 55 


Oy — 
270 +I4 


Donc la forme (2,3, — 5)se transforme en la forme (197, 107, 58) 
par la substitution 


Donc 


sont un système de valeurs satisfaisant à l'équation proposée. 
Maintenant il faut les trouver tous. Pour cela il faut chercher 
toutes les substitutions qui transforment la forme (2, 3, — 7) en 
la forme (195, 107, 58), ou, ce qui revient au même, toutes celles 
qui transforment w', en w,. Ces substitutions sont de la forme 


(n° 335) 
(e) ni DE 14 
Fi (0) DE on 


L étant une substitution qui transforme x en lui-même. 
D'autre part, d’après la méthode du n° 339, on voit que les 
substitutions L sont de la forme 


DO TION 
FE 2 
Do «ÿ 


J: étant un entier positif, négatif ou nul. 
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CHAOS: o “ 
YEN CC/ ON DIRO 


@ oi ax x 27 14 Re JE 
nl È 2 
ïi © Ye. Ôk OO 00 \27ax—1068x 14047 —556x 
de sorte que la forme générale des systèmes de solutions de 
l’équation proposée est 


2 
Y = 274% — 106%, 


ou ces valeurs changées de signe. 
Pour £ — 1, par exemple, on trouve 


DS) 100.0 — 0; 


V—= 27.39 — 100.10 ——7 


j* 


On obtient ainsi les systèmes de nombres qui représentent pro- 
prement le nombre 197. D'ailleurs 197 étant premier ne peut être 
représenté improprement. 


397. La méthode précédente donne toutes les solutions. 

Pour les formes à discriminant négatif, ces solutions, quand 
elles existent, sont en nombre illimité, parce que, comme on l’a 
vu aux n° 390 et suivants, il y a une infinité de substitutions modu- 
laires transformant une telle forme en elle-même. 

Pour les formes à discriminant positif, au contraire, le nombre 
des solutions est limité. 

Ce dernier résultat peut d’ailleurs se démontrer de la façon 
suivante : 


Soit à résoudre en nombres entiers l'équation 
ax?+2bxy +cy?= m, 


ac — b2—= D étant supposé positif. 
Cette équation peut s’écrire 


(azx+by}+Dy?= am; 
donc 
D y?<am. 


ou 
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Donc le nombre de valeurs possibles pour y est limité. 
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D'ailleurs connaissant y, la valeur de x s’en déduit. Donc il y 
a un nombre limité de solutions. 


358. Ce procédé peut même servir à résoudre l’équation. Soit, 
par exemple, 


DORÉ DOME END EEE 


On peut écrire 


Il faut prendre y de façon que 9321 — 56 y? soit un carré. 


(13% +10 y)? + 56 y2— 9327. 


D'ailleurs x, y étant une solution, — x, — y en est aussi une. 
Donc on peut se borner à y positif. 


Pour 


9321 — 
9821 — 
9321 — 
9321 — 
9321 — 
9321 — 
9321 — 
93210 — 
9321 — 
9321 — 
OO 
9321 — 
9321 — 
9321 — 


TOP) hr 
20m 0200 
56 y? = 9097 
DOME S 17 
DÉS 120 


ONE O2I 
HOT 00 
160077 
SO Er, 
36 y? — 4785 
TON 
56 y3= 2545 
JO No 
56 y? 


On peut donc prendre 


Pour 


Pour 


ñ) 


=; 


J = 10 


avec 


avec 


1571-00, 
avec 13Æ + 10Y — 
13% ——139, 


qui n’est pas un carré. 
file 
id. 
id. 
id. 
qui est le carré de 89. 
qui n’est pas un carré. 
id. 
id. 
id. 
qui est le carré de Gr. 
qui n’est pas un carré. 
id. 


est négatif. 


avec 18æ +107 = 89, il vient 


D=10: 


13x +107 = +89, 


13% +10 ÿ = 61. 


— 89, il vient 


impossible. 
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Pour y — 10 avec 13æ +10y — 61, il vient 


13% —— 39; D — 0. 
Pour y — 10 avec 13æ+10y = — 61, 1l vient 
13æ —=—161, impossible. 


En résumé, quatre systèmes de solutions 


TS, Diem), D" 3, = 3, 
DA Re DE 0 OP = 
359. Cas particulier où m—o. — Dans ce cas particulier, 


l'équation indéterminée à résoudre est 
ax?+2bxy <cey?=0, 
T 
ou, en posant — —= w, 
4 
aw?+ 2 bo + c = 0. 
Pour qu’elle soit possible en nombres entiers, il faut done que 
l'équation 
aw?+92bw+c—o 


ait ses racines commensurables, ce qui exige que D soit un carré 
parfait. Cette condition étant remplie, soient 


[0 4 t * 
herve 
e Ô 
ces deux racines réduites à leur plus simple expression. On à 
TX (e 4 “/) de 
NES ou A << 
no re 


Les solutions générales de l'équation proposée sont alors données 
par les deux systèmes 


léne ur, (re. 
lyr=8, Üæ = dt, 


t étant un entier arbitraire. 


360. Nous avons toujours supposé Jusqu'ici que le discriminant 
changé de signe de la forme n’était pas un carré parfait ; parce que, 
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s'il en était ainsi, la forme se décomposerait en un produit de 
deux formes linéaires divisé par & (n° 272). 

Supposons maintenant que b?— ac soit un carré parfait d?. 
Comment résoudrait-on alors l'équation indéterminée 


ax?+ 2bxy + cy?= m? 
Cette équation peut s'écrire 
[az +(b + d)y][ax +(b— d)y]= am. 


Pour la résoudre, il faut décomposer de toutes les façons pos- 
sibles le nombre &m en un produit de deux facteurs &, 4/ et poser 


ax +(b=+d)y = a, 

ax +(b—d)y = 4, 
d'où 

(d—b\a+(d+b)\a 


Vi , 
> ad 


! 
T—UX 


ie Ru 


Mais parmi les différents systèmes de valeurs en nombre fini 
ainsi trouvés pour x, y, on ne devra accepter que celles qui sont 


entières. 


S VII. — Analyse indéterminée du second degré. 


361. La question traitée dans le Chapitre précédent appartient 
à l’analyse indéterminée du second degré, dont nous allons main- 


tenant nous occuper en général. 
Soit d’abord une équation du second degré à une inconnue 


AL DT AC — 0: 


Les coefficients a, b,c étant des nombres entiers, on demande 
pour æ des valeurs entuères. 


Or on a 
—b ER ybr ae 
y 


24 


DE 


Donc, pour que l'équation proposée admette une solution 
entière, il faut d’abord que b?— {ac soit un carré parfait m?. 
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Ensuite, il faut que l’un des deux nombres — b = m ou tous les 
deux soient divisibles par 2&. 

On voit d’ailleurs immédiatement qu’une solution entière de 
l'équation est un diviseur de c. D'ailleurs la question n’est qu’un 
cas particulier de la recherche des racines commensurables, 


exposée au n° 239. 


362. Equation du second degré à deux inconnues. — La 


forme générale d’une telle équation est 


(93) ax?+92bxy+cy?+2dx+oey +f=0. 

Les coefficients &, b, c élant des nombres entiers, on demande 
les systèmes de valeurs entières de x et y, qui satisfont à cette 
équation. 

(On peut toujours supposer que les coefficients des termes en zy, 
æ, y soient pairs, car, s'il n’en était pas ainsi, on multiplierait tous 
les termes de l’équation par 2.) 

Dans le cas particulier où les coefficients d ete sont nuls, l’équa- 
tion proposée se réduit à 

ax?+2bxy +cy?=—f, 


et la résolution de l’équation n’est autre chose que la question 
traitée dans le Chapitre précédent. 


363. Passons maintenant au cas général où d ete sont quel- 
conques. Nous diviserons ce cas général en deux, suivant que 
ac — b? est différent de zéro ou non, ou, pour parler un langage 
géométrique, suivant que l'équation (92) représente une courbe à 
centre unique ou une courbe du genre parabole. 


Premier cas. — ac—b?o. Cas d'une courbe à centre 
unique. — Multiplions l’équation proposée par (ac — b?}? qui 
n’est pas nul. L’équation obtenue peut s’écrire 

a[(ac— b?)x — (be — cd)|? 
+ 20[(ac—b?)x—(be— cd)] [(ac —b?)y — (64 — ae)] 
+ c[(ac—b?)y — (bd—ae)|? 
+(ac—b?)(acf + 2bde — ae?— cd?— fb?), 


Posons 
(ac — b?)x— (be — cd) =X, 
(ac — B?)y —(bd — ae) = Y. 
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Posons aussi 


ac —b?= D, 
acf + 2bde — ae?— cd?— fb2— A, 
il vient 
(94) aX?+920XY +cY?=— DA. 


(Remarquons que la transformation précédente est la même que 
celle qu’on fait en Géométrie analytique pour rapporter la courbe 
à des axes passant par son centre.) 

À des valeurs entières de æ et y correspondent des valeurs 
entières pour X et Ÿ. Il faut donc commencer par résoudre l’équa- 
üuon (94), ce que l’on sait faire. 

Si elle était impossible, l'équation proposée le serait elle-même. 

Si elle est possible, soit X,, Y, un système de solutions. On aura 


PU ——— 7; 


1 Xo + be — cd 
le 


95) ac — b? 
(9 | __ Yo+bd—ae 
Fe de Dr 


solutions qui ne seront acceptables que si elles sont entières. 

Si D >0o, la question peut être considérée comme résolue, 
parce que le nombre des valeurs de X,, Y, étant limité (n° 357), 
il est facile de voir quelles sont celles qui satisfont à cette condi- 
uon que les expressions (95) soient entières. 

Mais si D <o, le nombre des systèmes de valeurs trouvées 
pour X5, Yo étant infini, il n’en est plus ainsi. 

Dans ce cas, ces systèmes de valeurs sont les premiers et 
troisièmes coefficients des substiltutions qui transforment la 
forme (a, b,c) en une certaine forme (— DA, n, p) (n° 355). 

Ces substitutions sont de la forme GLH-*, H et G étant cer- 
taines substitutions déterminées; L étant une puissance quel- 
conque, positive ou négative, d’une substitution déterminée 


Soit 
Fe G\ he (7 ar 
Se ;) vx Ôx/r 


X et Y sont des fonctions linéaires de 4x, x, Ya, 0x. 
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Or on a vu (n° 301) que les restes de ax, x, ÿr dx par rapport à 
un module quelconque, se reproduisent périodiquement. Îl en est 
donc de même pour X, et Y, et, par suite, pour les numérateurs 
des expressions (95), relativement au module ac — b?. Donc il 
suffira de trouver la période, puis d'essayer dans une période, 
les valeurs de X et Y qui rendent les expressions (95) entières. 

Dans les autres périodes, ce seront les valeurs de même rang 


qui satisferont à la question, 


364. Exemple I. — Soit à résoudre en nombres entiers l’équa- 
Lion 
DE 2 DV 2 VE D 4 VI — 0: 
On a 
De 5 
AR-10 
L’équation (94) est ici 
(96) X2+ 2 XY — 2 Y2— 36 


Cherchons d’abord des représentations propres du nombre 36 par 
la forme X2+2 XY — 2 Y?2,. 
Nous devons pour cela commencer par déterminer un nombre » 


satisfaisant à la congruence 
mn = 3 (mod 36). 
n doit être divisible par 3, posons x = 3n/; il vient 
3n?=] (mod 12), 
congruence évidemment impossible. 


Cherchons donc des représentations impropres du nombre 36. 


On a 


3612? 32. 


Les carrés par lesquels 36 est divisible sont 9, 4, 36 et les quo- 
tients sont 4, 0, 1. Il faut donc chercher des représentations 
propres soit de 4, soit de 9, soit de «. 

1° Représentation propre de 4. 


X2+92X'Y —2Y2—,, 
il faut d’abord déterminer n tel que 


n?= 3 (mod 4), 
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celte congruence est impossible, parce que 3 n’est pas reste quadra- 
tique de 4. 
2° Représentation propre de 9. 


X2+92X'Y'—2Y2— 0. 


Il faut déterminer 7 tel que 


= 3 (mod 9), 


ñ doit être divisible par 3. Posons n —3n'; 


DOS: (mod 3), 
congruence impossible. 
3° Représentation propre de 1. 
(97) X2+ 2 XV —2Y?—:. 
Il faut déterminer n tel que 
n?= 3 (mod t). 


La valeur de #, n'ayant besoin d’être déterminée qu’au mo- 
dule 1 près, on peut prendre pour » n'importe quelle valeur, par 
exemple » — 0. On doit ensuite déterminer p par la condition 


Rp= J, 
d’où 
P=—3, 
et l’on a à considérer la forme 
(1, 0, —3). 


Cherchons si les formes (1, 1, — 2) et (1,0, — 3) sont de 
même classe. 
Les premières racines de ces formes sont 


Wy—=—1I SE V3, on —= V3, 


; É 
O1 = Lo. FRS ren]: oh —= [5 0 MERE Fe: 
LE ST rer D 


On reconnait que les deux formes sont de même classe. 


Posons u | 
e>f1 2 13 2 )h 


C. 19 
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Ï 
Wi—= —) 
4 T 


I 
WI —=I+ —: 


Quant aux substitutions modulaires qui transforment x en lui- 


: RE ST 
même, ce sont les puissances de la substitution ( .) 
2 


Les substitutions qui transforment w' en w, sont de la forme 
u I C7 ia (è I ) É Ve . 
=== ? 
VEN O/SNYE 0e et Be ax—Bxr, 
L 1 fax 
= =} . 
n 
DIN e 0 


Les valeurs de X, Y qui satisfont à l’équation (95) sont done 
les premiers et troisièmes coefficients de ces substitutions, ou ces 


en posant 


coefficients changés de signe, c’est-à-dire 
te 


Y'— = Br 


(les signes + ou — étant pris ensemble). 
Les valeurs de X et Y qui satisfont à l'équation (96) sont done 


XP 607, 
DEEE 664. 


Les formules (95) donnent alors 


60: < 
T—=T 9 — = 20%, 
=) 
+ 6 3 
ee Pr 
0 _ = 00; 1. 
Pour =" 
VIE + à; F=—-1 
Pour 4 =" 
Re 2; di = 1, 
2; F=—3 
Pour =", 
© —= 6, I = 5 
a = — 6, Y — Uk, 


CLC? 
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369. Exemple IT. — Soit l'équation 


LH 22y — 67? + 92% —927y+3—=0o: 
Let 


On a donc à résoudre l'équation 


NO EE GE 6. 


Cherchons d’abord les représentations propres de 


126 par la 


forme (1, 1, —6), il faut pour cela résoudre d’abord la congruence 


n= 7 (mod — 126). 
On trouve 


1° Prenons d’abord r — — 49. 
Nous déterminons alors p par l’équation 


n?+1926p = 7, 
d'où 
P = —19. 
Nous avons à chercher si les deux formes 


(1,1, —6) et (—126, — 49, — 19) 


sont de même classe. 


On trouve pour les développements des premières racines de 
ces formes en fractions continues 


Di =—1+ V7 = Ci, 1,1,1; Â, CA 
Des 7 . 


— 126 


, _ 49 + V7 _ 
D — 
| De 


a TM D 0 LE el 


Les deux formes sont de même classe, et posant 


Mae eu 


D 
on lrouve 
Por 
O1 — 2 
TL 
f mn L'nt 


2 


2 
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Les substitutions qui transforment + en lui-même sont les puis- 
Le 3 
OR 
(200 
= à s À 
\ O2 Yx 0% 


on trouve que les substitutions qui transforment la forme (1,1, —06) 
en la forme (— 196, — 49, — 19) sont de la forme 


. see . 7) 
\1 3 Y4 Ôk —17 —7 


ee n ee 
#4 ( Bag —178x+ 5Yx— 170% 20x — 7x + 2Yx— Gi 
Sax — 178% 2x — 7$x 


sances de la substitution 


Posant 


Les valeurs de X et YŸ sont donc 


X = (5ax— 178% + 5 x — 1704 }, 
Y = (5ax— 178%), 
ou 


X = —(5ag—178x+ 5Yÿx— 170%), 
Y =—(5a; 178%), 
d’où 
| ,— EC% 178%—+ 5Yx— 170%) + 5 
« , 
(98) : 


lr=" Gars 178x) ta 


— 7 
7 


(les signes + se correspondant ainsi que les signes —). 
Reste à déterminer # de façon que les numérateurs de ces 
expressions soient divisibles par 3. Or, si l’on forme les puissances 


5} 


: : ee 14 : 
successives de la substitution ( } depuis la puissance zéro, on 
à 


9 
trouve qu’elles sont respectivement congrues (mod 5) à 
J 


CAE EL oi 


pour les sept premières puissances; à partir de quoi les mêmes 


ES 


résultats se reproduisent, la période étant ainsi composée de sept 
termes. 
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Ceci posé, il est facile de voir que les numérateurs des expres- 
sions (98), prises avec le signe +, sont divisibles par 7 pour toutes 
les valeurs de #, tandis que les numérateurs de ces mêmes expres- 
sions, prises avec le signe —, ne le sont pour aucune valeur de #. 
On a donc les expressions 


_ 5ax—178x+ 5Yx— 17 dx + 5 


? 
Eu 

__ 5ax—17fx+0 

has = 


/ 


comme solutions de l'équation. 
Pour À —=0, 


C— I Mrs | 
Pour == Tr, 
BED NAS } 
etc. 
2° Prenons maintenant # — + 49. 


Les deux formes à comparer sont 


; fo VT 
te 49 METRE (D ER AR A de a A 
En posant ici 
L= RS D EL l 
SLR” 


et faisant commencer la période de w, au second élément de la 
période véritable, on voit que les deux formes sont de même 


classe. On a d’ailleurs 


2 HI 
CLS 
Ce 
5 
ÿ or AS | 
ON 
mere 


et les substitutions qui laissent x invariable sont 


CHE) 
x F er] S 1 
CR Yk 0%k) 


204 CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 


on trouve ” 
X = (607 —168x+3%x+ 80%) 
VE 85% + 3yr + 80%), 
d’où 
Æ(6ax—168x+ 3ya— dk) +5. 
où = = 
(99) (ax — 88% + 3yx— 8Ôx) + 2 
= ; 


a 


On trouve comme période 


16 ' DE DS 
ie ; É .) ï ) 


Les expressions (99) prises avec le signe + ne sont entières 
pour aucune valeur de k. Prises avec le signe —, elles sont en- 
tières pour toute valeur de À. 

On trouve ainsi pour £— 0, 


pour Ê =, 


etc. 


Nous avons trouvé les représentations propres de — 126 par la 
forme (1, 1, —6). Mais 126 étant divisible par 9, il y a peut-être 
des représentations impropres de —126 par la forme (1, 1, —6). 
Pour les trouver, il faut chercher les représentations de 


— 126 
9 = 4; 
c’est-à-dire résoudre l'équation 
X2 Ha XV GE 714. 


Il faut d’abord résoudre la congruence 


LES; (mod — 14); 
on trouve 


1° Prenons d'abord n—17. Nous déterminons alors 


p par 


ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 


4 ’ . 
equation 
+142 = 7, 


d'où 
P—=- S. 


On a done à comparer les formes 


(us 1, =): rs 7 —3 ). 
Les premières racines sont 
= 0 
—=—1+ÿ7, wi — 7 ® 
EEE E T,1,1;4, Lys l4, JE 
D 2 
OA k SAIT done | 
ja 7 


Les deux formes sont de même classe 
A K Et Ne UE aie 


LA EN 


Oy — 2 
T 


NN LR 
Un Hrnn 


Les substitutions qui laissent x invariable sont de la forme 


14 3\4 ax x 
Ge) 
On trouve 
X'= + (3ag—138x+ 3yx— 1304), 


Y'=+(3ar— 138), 


d’où 
X = (gag — 398x+ 9yr— 390), 
Y = E(gax— 398%) 
el 
= (go 39Bx+ gx — 390%) + 5 
TL — 2 
ie 
(gaz 398%) + 2 
y = #e : 


On n'obtient pour +, y aucune valeur entière, en prenant Île 
signe + dans ces expressions. En prenant le signe —, toutes Îles 


valeurs trouvées sont entières. 
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Pour 0, 


m —=— 5; = 
POULE, 
LIU Da 
ELCe 
»° Reste à prendre la valeur ñ —— 3, mais nous laissons au 


lecteur le soin d'achever ces calculs. 


366. Remarque. — La méthode précédente s'applique quel 
que soit le signe de D. Dans le cas où cette quantité est positive, 
le nombre des solutions est limité. Il peut alors être préférable 
de procéder par la décomposition en carrés, comme le montre 
l'exemple suivant. 

Soit l’équation 


(100) DE GY + Y?—5TE6Y —4{—=0:. 


Nous pouvons écrire après avoir décomposé le premier membre 
en carrés par la méthode connue, et rendu l'équation entière, 


3(2æ+y —5)+(3y +17) = 412. 


On voit que la quantité (37 + 15) doit, en valeur absolue, être 
au plus égale à la racine à une unité près de 412, c’est-à-dire qu’on 
doit avoir 


d’où 
On essaye pour y toutes les valeurs entières satisfaisant à ces 


conditions, et l’on voit si l'équation (100) donne pour x des va- 
leurs entières. On trouve ainsi les systèmes de solutions : 


(æ=r, (TS x, TI=NIS, | æ — 12. DID, 

ly=1, ly=c, y =—S8, = — 8 M=i0, == ro; 
867. DEuxiÈmMEe cas : ac — b?— 0. — Cas d’une courbe du 

genre parabole. — Remarquons d’abord que «a etc ne sont pas 


tous les deux nuls, car, s’il en était ainsi, b le serait aussi d’après 
l'équation 
ac — b?= 0, 
et l'équation proposée ne serait plus du second degré. 
Supposons done a, par exemple, différent de zéro, et multi- 
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plions l'équation proposée par 4, elle devient (en vertu de l'hypo- 
thèse ac — b?— 0) 


(1o1) (ax + by} +2 adx +oaey + af = 0. 
Posons 
À AG OV IN, 
(102) “ 


| 2adz +aaey + af =— Y. 
L'équation (101) devient 


(103) X2 = Ÿ. 


À des valeurs entières de æ et y correspondent des valeurs en- 
uères de Xet Y. 

I faut donc d’abord résoudre l’équation (103) en nombres en- 
liers, mais cette solution est évidente; il suffit de prendre une 
valeur quelconque entière pour X, puis pour Ÿ le carré de cette 
valeur. Les formules (102) donnent alors 


(104 
ne — bX2—oaeX — abf 


>a(bd— ae) 


Il faut prendre pour X des valeurs telles que ces expressions 
soient entières, c'est-à-dire telles que 


X2+ 2dX + af =0 [mod 2(bd— «e)|, 
— bX2— oaeX — abf=0 [mod 2a(bd— ae )|, 


congruences du second degré que l’on sait résoudre. 
368. Exemple 1. — Soit à résoudre l'équation 
22 8 LV SH CLEA = 0: 


Les formules (104) donnent 


 Æ XI EX 0 
Les 16 5 
RC TR CE X2—2X — 
Er A à 
32 ù 


Il faut choisir X de facon que 


X2—_6X—2—=0 (mod r6) 
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el 
X2—2X — 2 — (mod 8). 


Mais ces congruences sont impossibles, donc l'équation pro- 


posée est impossible. 
Exemple II. — Soit à résoudre l’équation 
g?+ 6%Y + 9Y?— {x + 57 —111 = 0. 


I faut d’abord multiplier par 2 pour rendre le coefficient de + 


pair, 
2 LT MY ENS VE BTE TOP 222 — 10; 


Les formules (104) donnent 


ru EX 00 XOOPS? 
e |r= 136 En S 4 
( L 
ie | one 
VER: 
F 6e 


Il faut choisir X de façon que 


SX TON 13932 — 0 
CL (mod 68). 
X2— 8X 444 = 0 


Les solutions de la première sont congrues à 
DO T9, 020, El (mod 68). 


Celles de la seconde sont les mêmes. 
Il faut donc dans les formules (105) poser 


K = 20 +— 681, 
ou 


ou 


ou 


ce qui donne successivement 


{ Œ— 2042 +13ot + 1, (x 204€2— Got —15, 
NS EE 
Œ— 20421 ;42t +5, |æT—  92042— 7AT— 13, 
MO Sn 


& élant un nombre entier quelconque. 
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369. Prosrime. — Pour quelles valeurs de x le trinôme 
ax? + bx + c,est-il un carré parfait ? 


Cette question revient à résoudre l'équation indéterminée 


ax?+ bx+c= 7y?, 


ce qui se fera par la méthode précédente. t 

Suivant les valeurs de &, b, €, le problème peut être possible 
ou impossible. Lorsque le coefficient a est positif ou nul, le pro- 
blème peut avoir un nombre indéfini de solutions. Lorsque le 
coefficient a est négatif, le problème ne peut avoir qu’un nombre 
limité de solutions. 


S VIII. — Réduction des formes quadratiques à des formes 
linéaires. 


370. La question de la représentation des nombres par les 
formes quadratiques peut être regardée d’un autre point de vue 
que celui du $ VI de ce Chapitre. Dans ce paragraphe, nous nous 
étions proposé, étant donnée une certaine forme, et étant donné 
un nombre, voir si le nombre est représentable par la forme, et 
trouver la représentation. Mais on peut se proposer le problème 
suivant: Étant donnée une forme, quelle est l'expression géné- 
rale des nombres qui sont représentables par cette forme? 

Nous bornant à des exemples particuliers, nous allons voir que 
les nombres représentables par une forme quadratique sont, à de 
certaines conditions, représentables aussi par certaines formes 
linéaires. Ce résultat jusufie le titre de ce paragraphe. 


311. Décomposition des nombres en somme de deux carrés. 
— Décomposer un nombre »# en une somme de deux carrés, c’est 
trouver deux nombres x, y tels que 


T'+ Yi— mn. 


C’est donc voir si le nombre m est représentable par la forme 
(LVO 

Examinons d’abord le cas particulier où » est impair, et où 
l’on demande pour x et y des nombres premiers entre eux; 
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autrement dit, l'on cherche les représentations propres du 
nombre me par la forme (1,0, 1). 

Pour que le nombre impair 7x soit représentable par la forme 
æ? + y?, il faut que le discriminant changé de signe de forme de la 
forme, c’est-à-dire —:1, soit reste quadratique de 77. Le nombre —1 
doit donc aussi être reste quadratique de tous les facteurs premiers 
de m. 

Il faut donc que tous les facteurs premiers de m sotent de la 
forme 4h +1. 

Réciproquement, supposons cette condition remplie. La con- 
gruence 


(106) n=—1 (modm) 


est alors possible, et a 24 solutions incongrues, {2 étant le nombre 
des facteurs premiers différents de m (n° 169, VIT). 
Soit » une solution, et soit p le nombre tel que 


nt 1) me 10 


Pour qu’à cette solution corresponde une représentation propre 
du nombre m par la forme (1, 0, 1), il suffit que cette forme et la 
forme (m, n, p) soient de même classe, Mais ces deux formes ont 
le même discriminant 1, et nous avons vu (n° 323) qu'il n’y a 
qu'une classe de formes de diseriminant 1. Donc ces deux formes 
sont de même classe. Donc à chaque solution de la congruence (106) 
correspond autant de décompositions du nombre 77 en une somme 
de deux carrés, qu’il y a de substitutions modulaires transformant 
la forme (m, n, p) en la forme (1, 0, 1) (n° 355). Or ce nombre 
est égal au nombre de substitutions modulaires transformant la 
forme (1, 0,1) en elle-même (n° 316). Enfin ce dernier nombre 
est égal à 4 (n° 318). Il y a donc 4.24 représentations du nombre. 

Remarquons d’ailleurs que chaque décomposition 


M TEE YE 
. 73° d 
en donne immédiatement sept autres 


DH (—y}, (rh +yt, (—rP+(—y}, +, 
Sn Me 
D'ailleurs deux de ces décompositions ne sont pas identiques, 
excepté si m—1. En effet, pour que deux de ces décompositions 
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soient identiques, il faut que l’un des nombres æ ou y soit nul, 
ou bien que ces deux nombres soient égaux. Si l’un des nombres 
æ, y est nul, comme ces nombres sont d’ailleurs premiers entre 
eux, il faut que celui qui n’est pas nul soit égal à 1. Alors m —1. 
Siæ el y sont égaux, pour qu'ils soient premiers entre eux, il 
faudrait que + et 7 fussent égaux à 1; alors » serait égal à 2, cas 
supposé écarté, puisque m2 est impair. 

Donc, le cas de » —1 écarté, si l’on ne considère pas les huit 
représentations trouvées plus haut comme distinctes, le nombre 
4.24 de représentations doit être divisé par 8, ce qui donne 2! 
et l’on arrive finalement au résultat suivant : 


Tout nombre impair m différent de 1, et dont tous les fac- 
teurs premiers sont de la forme Ah +1, est décomposable en 
une somme de deux carrés, de 271 façons en désignant par w 
le nombre des facteurs premiers différents contenus dans m. 


Quant au nombre 1 il est décomposable d’une seule facon 
en 0? + 1°. 
Exemples : 


» — 


f re ; = ee . 
|329 est encore décomposable en 10 15 , mais les nombres 10 
et 15 ne sont pas premiers entre eux; celte sorte de décomposition 


va être examinée tout à l'heure.) 
Comme cas paruculier, on a ce théorème, dû à Fermat et dé- 
montré par Euler : 


Tout nombre premier de la forme À h +1 est décomposable 
d’une seule facon en une somme de deux carrés. 


372. Passons maintenant à la représentation des nombres pars, 
el nous examinerons encore, en premier lieu, la représentation 
impropre. 

Soient 2m le nombre proposé et 

NT EE 
une décomposition de 2m en une somme de deux carrés. 


x et y ne peuvent être pairs tous les deux, puisque, par hypo- 
thèse, ils sont premiers entre eux. 
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Il ne se peut pas non plus que l’un de ces nombres soit pair et 
l’autre impair, puisque alors la somme de leurs carrés ne pourrait 
être paire. | 
Donc x et y sont impairs tous les deux. 


Soient 
=) EE, 
VON 
On a alors 
2m = (2% +1) + (27 +), 
d’où 


M = D DOME FO TER 


Une première conséquence est que m est impair. Ainsi, wn 
nombre pair ne peut être décomposé en une somme de deux 
carrés premiers entre eux, que si ce nombre est simplement 
pair. 

Ensuite on peut écrire 


1\9 


me = (ay + + (a pY 


D'ailleurs, x'+ y'+ 1 et x'— y' sont premiers entre eux, car 
s'ils avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait leur 
somme 2æ'+ 1 el leur différence 2y/+ 1; ce qui est impossible, 
puisque 2x + ret2y +1 sont premiers entre eux. Donc à toute 
décomposition propre de 2m, correspond une décomposition 
propre de /. 

Réciproquement, soit 


HO EEE 
une décomposition propre de », on a 
DNA (X2 EYE) = XEE)  X  °; 
X et Ÿ étant premiers entre eux, X + Y et X — Y le sont aussi. 


Donc aussi, à toute décomposition propre de », en correspond 
une de 2m. 


I résulte de là que le nombre de décompositions propres de 
>m est égal au nombre de décompositions propres de m. 


Exemple : 
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373. Occupons-nous enfin des décompositions émpropres. 
Soient » un nombre et 


m=(ôx }?+(ôy'}? 


une décomposition de 7? en une somme de carrés de deux nombres 
Ôx', dy', ayant à comme plus grand commun diviseur. On voit 
que m est divisible par Ô?, et que l’on a 


SR =#2+ y" 


O2 
19 


x’ et y' étant premiers entre eux il en résulte qu'à la décom- 
posilion supposée de », correspond une décomposition propre 


m ne M À an m 
de &-+ Réciproquement, à toute décomposition propre de <; 
Ô? À Ô2 


correspond une décomposition de 7» en une somme de carrés de 
deux nombres ayant à comme plus grand commun diviseur. 

On peut supposer, dans ce qui précède, à — 1, ce qui corres- 
pond aux décompositions propres. 

En résumé, pour trouver toutes les décomposttions propres 
ou impropres de m, il faut diviser m par tous les carrés par 
lesquels ilest divisible, 1 compris; chercher les décomposttions 
propres du quotient et remultiplier les deux termes de chaque 
décomposition par le carré qui a servi de diviseur. 


Exemple I. — Soit le nombre 


21e 


S201— 0 *19, 


considéré au n° 371. Outre 1, ce nombre admet encore 5? comme 
diviseur carré. 

Le quotient de 325 par 5? est 13 qui se décompose proprement 
de la façon suivante 


On en déduit 


ou 


comme seule décomposition impropre de 325. 


Exemple II. — Soit le nombre 


7000625510 
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Ce nombre est divisible par les carrés 


— 9 


6 


L 


Les quotients sont 
325100, MOT 0-7 D: 


Le premier et le troisième de ces quotients ne sont pas repré- 
sentables proprement, parce qu'ils contiennent un facteur pre- 
mier 3 qui nest pas congru à 1 (mod 4). Mais le second et le 
troisième quotient sont représentables proprement. On à 


— 9 — 9 — 9 


— 2 2 
DR EN = CN CN - 


b = 12-202, 


On en déduit les trois représentations suivantes du nombre 7605, 
toutes trois impropres : 


== ==; —_—_» 


TU 6 Te) = 62+ 87 = ph CE 6 99 + 78 


314. On peut remarquer que les considérations précédentes, 
non seulement montrent de combien de facons un nombre est 
décomposable en une somme de deux carrés, mais permettent 
d'opérer la décomposition. 

D'ailleurs, il pourra être plus simple d'opérer par tâtonne- 
ments. 

Comme conséquence de ce qui précède, on a le théorème sui- 
vante 


Siun nombre m est décomposable en une somme de deux 
carrés premiers entre eux, il en est de même de tout diviseur 
de m. 


En effet, d’après l'hypothèse, ce nombre 72 ne peut être qu’un 
produit de facteurs premiers de la forme 44 +1, ou le double 
d’un tel produit. Il en est évidemment de même de tout diviseur 
de ce nombre. 


379. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré 
et du double d'un carré. — Occupons-nous maintenant de la 
décomposition d’un nombre en la somme d’un carré et du double 
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d’un carré; c’est-à-dire, proposons-nous, étant donné m, de trou- 
ver les nombres æ, y tels que 


REED 


Examinons d’abord le cas particulier où »+ est impair et où l’on 
demande pour x et y des nombres premiers entre eux. Il faut 
d'abord que le discriminant changé de signe de la forme, c’est- 
à-dire — 2, soit reste quadratique de m, et, pour cela, il faut que 
tous les facteurs premiers de 7» soient de l’une des formes 8h +1 
ou 8h + 3. 

Réciproquement, supposons cette condition remplie. La con- 
gruence 


(107) n?=— 2 (mod m) 


est alors possible et a 24 solutions incongrues, w étant le nombre 
des facteurs premiers différents de m» (n° 169, VIT). 


Soit z une solution et soit 


RÉMD == À 


Pour qu’à cette solution corresponde une représentation propre 
du nombre m par la forme (1, 0, 2), il suffit que cette forme et la 
forme (m,n, p) soient de même classe. Mais nous avons vu (n°323) 
qu'il n’y a qu’une classe de formes de discriminant 2. Donc les 
deux formes (1,0,2), (m, n, p) sont de même classe. 

De plus, à chaque solution de la congruence (107), corres- 
pondent autant de substitutions modulaires transformant la forme 
(m,n, p) en la forme (1, 0,2) qu'il y en a transformant la forme 
(1,0,2) en elle-même, c’est-à-dire deux (n° 318) et, par suite, 
deux représentalions propres du nombre par la forme. Il y a donc 
2,24 de ces représentations. 

Remarquons d’ailleurs que chaque décomposition 


TT Ve 
en donne immédiatement trois autres 
Pr NT), (—x)?+2y?, (—z} +2(— y}. 


D'ailleurs, on voil immédiatement que deux de ces décompo- 


sitions ne sont pas identiques, exceplé si m —1. 
C. 20 
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Donc, ce cas écarté, si l’on ne considère pas les quatre repré- 
sentations, dont on vient de parler, comme distinctes, le nombre 
2.24 des représentations doit être divisé par 4, ce qui donne 24°, 


et l’on a le résultat suivant : 


Tout nombre impair m, différent de 1, et dont tous les fac- 
teurs premiers sont de l’une des formes 8h + 1 ou SR Ses 
décomposable en la somme d’un carré et du double d’un carré 
de deux nombres premiers entre eux, de 2W°\ façons, en dést- 
gnant par k le nombre des facteurs premiers différents con- 


tenus dans m. 


Quant au nombre 1, il est décomposable d’une seule facon : 


HE 2 0 
Exemples : 
= © —9 


363 = 3 Kr1— 594 2,13 —19 +21 


» 9 


(363 est encore décomposable en 11 2.11 , mais c’est une 


décomposition impropre.) 
Comme cas particulier, on a ce théorème dû à Lagrange : 


} 


Tout nombre premier de l’une des formes 8h + 1 ou 8h-+ 3 
est décomposable d’une seule façon en une somme d’un carré 
et du double d’un carré. 


316. Passons maintenant à la représentation impropre des 
nombres pairs. 
Soient 2m le nombre proposé, et 


2 T0 72. 


; : : : : : . 
Il s'ensuit que x est pair; par suite y est impair, puisque x et y 
sont premiers entre eux. Soit 


Po. 
Y =2Y'+I. 
On a alors 
2m—=(2x%'}+2(2y +}, 
d’où 


m—2%2+ (27 +). 
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D'abord m» est impair. Ainsi, ur nombre pair ne peut étre 
décomposé en la somme du carré et du double du carré de deux 
nombres pemiers entre eux, que s'il est simplement pair. 

De plus 


m=(2Y +1) +92.æ, 


æ'et 2y'+1 sont premiers entre eux, puisque x et y le sont. 
Donc à toute décomposition propre de 2m correspond une décom- 
position propre de 7. 

Réciproquement, soit »m — X?-+ 2 Y? une décomposition propre 
de m; X est impair, et l’on a 


DM —2X +42 (2\Y) 2x2, 


2Y et X sont premiers entre eux, car X et Ÿ le sont et X est 
impair. 

Donc aussi à toute décomposition propre de m en correspond 
une de 2m. 

Il résulte de là que /e nombre de décompositions propres de 
>m est égal au nombre de décompositions propres de m. 

Exemples : 


311. Occupons-nous enfin des décompositions impropres. 
On arrive comme au n° 373 à la conclusion suivante : 


Pour trouver toutes les décomposttions propres ou impropres 
de m, il faut diviser m par tous les carrés par lesquels il est 
divisible, à compris; chercher les décompositions propres du 
quotient et remultiplier les deux termes de chaque décompo- 
sition par le carré qui a servi de diviseur. 

Exemple 1. — Soitle nombre 363—3.7r1 ”, considéré au n°375, 


==? 
Outre 1, ce nombre admet encore 11 comme diviseur carré. Le 


: 363 à 
quotient _ — 3 se décompose proprement en 


3 —12+ 2.12. 
On en déduit 


— —2 


363 — it + 2.11 
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Exemple II. — Soit le nombre 


Ce nombre est divisible par 1?, ?, 17 , (5.17)? etles quotients 


sont 


Le premier et le troisième quotient ne sont pas représentables. 
Quant aux deux autres ils donnent 


2 2 2 2 2 
TT 1-2 070 070000 
1119222201; 
d’où l’on déduit 
2 2 2 2 — 2 


2 2 2 
D TT MON ONE Go Di) EDS 


pour représentalions du nombre proposé. 


378. On a le théorème suivant, analogue à celui du n° 374 : 


Siun nombre m est décomposable en la somme d’un carré 
et du double d’un carré de deux nombres premiers entre eux, 
l'en est de même de tout diviseur de m. 


3179. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré et 
du triple d’un carré. — Occupons-nous maintenant de la décom- 
position d’un nombre »m en la somme d’un carré et du triple d’un 


carré 
PE D = 


Nous supposons d’abord 7» impair et non divisible par 3, et 
nous cherchons les valeurs de x et y premières entre elles. 

Il faut d’abord que le discriminant changé de signe de la forme, 
c'est-à-dire — 3, soit reste quadratique de m, et pour cela il faut 
que tous les facteurs premiers de m soient de la forme 6h + 1. 

Réciproquement, supposons cette condition remplie, la con- 


gruence 
n= — 3 (mod m) 


est alors possible et a 24 solutions incongrues, x étant le nombre 
des facteurs premiers différents de m. 
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Soit » une solution et 
N? = MDP = — 3, 

Pour qu'à cette solution corresponde une représentalion propre 
du nombre m par la forme (1,0, 3), il suffit que cette forme et la 
forme (m, n. p) soient de même classe. Mais nous avons vu (n° 323) 
qu'il y a deux classes de formes de discriminant 3. Ces deux 
classes ont comme représentantes les deux formes réduites 


02 )mEte (2,152) 


Si donc la forme (m,n, p) n'était pas de même classe que la 
forme (1,0, 3), elle serait de même classe que la forme (2,1,2); 
et le nombre m serait représentable par cette seconde forme. Mais 
cela est impossible, parce que m est supposé impair, tandis que 
la forme (2, 1,2) où 2x? + 5x7 + 57? ne peut évidemment re- 
présenter que des nombres pairs. Donc la forme (m,n,p) et a 
forme (1, 0,3) sont de même classe, 

En poursuivant le raisonnement comme aux n° 371 et 375 on 
trouve que : 

Tout nombre impair m, différent de 1, dont tous les facteurs 
premiers sont de la forme 6h43, est décomposable en la 
somme d'un carré et du triple d’un carré de deux nombres 
premiers entrecuz, de 247 façons en désignant par y.le nombre 
des facteurs premiers différents contenus dans m. 


Exemples : - 


s183=7%K18 =10 +3,19 = 34 +3,37, 


f £ GE ‘ à ‘ ‘ “ 
1183 est encore décomposable en 26 + 3,13 , mais c’est une 
décomposition impropre.) 
Comme cas particulier, on a ce théorème dû à Euler : 
T'out nombre premier de la forme 6h +1 est décomposable 
d’une seule façon en une somme d’un carré et du triple d'un 


carré. 


380. Passons maintenant à la représentation impropre des 
nombres pairs. Soit 2m le nombre proposé et 


2Mm= 417439. 
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Il s’ensuit que æ et y sont de même parité, comme d’ailleurs ils 
sont premiers entre eux, ils sont tous les deux impairs. 
D PEN 


V2 y. 
On a alors 


om—=(ax" +1) +3(2y +1}, 
d'où 
m—=22?+0x+6y?+67y'+ 2. 


Donc 7n est aussi pair. Soit m = 21m/, 
Mm'=t2+r'+3(y?+y')+t. 


æ'?+ x'et y?+ y sont pairs. Donc m'est impair. Ainsi, un 
nombre pair ne peut être décomposé en la somme d’un carré 
et du triple d’un carré de deux nombres premiers entre eux, 
que s’il est doublement et non triplement pair. 

De plus, on a les deux équations 


(HT) m'=(£ TE) +30): 


: x —3y +1\? Me Terre 
(109) m'=( mis ) 5 Re 
2 2 


Si æ'et y'sont de même parité, l'équation (108) donne une 
décomposition de m#/ en un carré et le triple d’un carré de deux 
nombres . 


d'+3y +2 y—x 
2 ; >) 


Ces deux nombres sont d’ailleurs premiers entre eux, car, s’ils 
avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait les nombres 


g'+3y+2 ,{[y'—x : 
3 Nr 
2 > 
et 

! ©] ! ! ! 

æ'+3y +0 = T 
de =2yY+i1=,; 
; à ; 


ce qui est impossible. 
Cette décomposition de 7h! est donc une décomposition propre. 
Tir : : vi à : 
Si æ'et y'ne sont pas de même parité, c’est l’équation (109) 
qui donne une décomposition propre de m'. 
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En tout cas, à une décomposition propre.de 2m correspond 
une décomposition propre de m!. 


Réciproquement, soit 
m'=— X2 + 3 Y?, 


une décomposition propre de m»/. X et Y seront de parités diffé- 

rentes, puisque 77! est impair. On aura 
2m—=4m=AX2+12Y2—=(X +H3Y) + 3(X — Y}. 

X+3Y et X — Y sont premiers entre eux. En effet, un facteur 


premier commun à ces deux nombres diviserail 


XIE (XV) iY 


(go) 
Cu 


X+3Y +3(X—Y)—4X;: 


X et Y étant premiers entre eux, ce facteur premier commun ne 


pourrait être que 2. 
Mais X et Y étant de parités différentes, les nombres X + 3Y 


et X — Y ne sont pas divisibles par 2. Ils sont donc bien premiers 


entre eux. 
Donc aussi à toute décomposition propre de m/, correspond une 


décomposition propre de 2 m. 
Il résulte de là que le nombre de décompositions propres de 
2m est égal au nombre de décompositions propres de n'. 


381. Passons maintenant à la représentation propre des 
nombres divisibles par 3. Soient 3m le nombre proposé et 


3m = x? + 3 y?. 


Il s'ensuit que æ est divisible par 3 et, par suite, y ne l’est pas. 


Soient 
LT, CN TJi El: 


On a alors 
N—3T2 (3 y Er)? 


D'abord m n’est pas divisible par 3. Donc un nombre divisible 
par 3 ne peut être décomposé en la somme du carré et du triple 
du carré de deux nombres premiers entre eux, que s’ilest sim- 


plement divisible par 3. 


Sn CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 


De plus, ( 
m=(37 En) +837, 
x'et»y'+1 sont premiers entre eux, puisque æ et y le sont. 
Donc à toute décomposition propre de 3m correspond une dé- 
composition propre de m. 


Réciproquement, soit 
m = X2+3Y? 


une décomposition propre de 7. 
X n’est pas divisible par 3, et l’on a 


3m—3X2+ 9Y2—=(3Y})2 + 3X2. 


3Y et X sont premiers entre eux, car X et Ÿ le sont, et X n’est 
pas divisible par 3. Donc, aussi à toute décomposition propre 
de m, en correspond une de 3m. 

Il résulte de là que le nombre de décompositions propres de 
3m est égal au nombre de décompositions propres de m. 

Nous laissons au lecteur le soin de terminer cette question en 
examinant le cas de la décomposition impropre et en traitant 
quelques exemples numériques. 

On remarquera aussi que : lorsqu'un nombre est décompo- 
sable en la somme d’un carré et du triple d’un carré de deux 
nombres premiers entre eux, il en est de même de tout divi- 
seur de ce nombre. 


382. Nous avons été amenés, dans le courant de la question 
précédente, à parler de la forme 2x? + 22XVY +22. Occupons- 
nous de la représentation des nombres par cette forme. Cette 
question pourrait se traiter directement; mais on peut aussi la 
ramener à la précédente en remarquant les identités : 


2(2?+ ay +7?) = (+ L}+ > |. 
4 


si y est pair et x impair; 
{x 2 3 2 
2(2? + xy + y?) =2[(? 2e r) SE = l 
PLU 


si y est impair et æ pair; 


(a+ay+p)=2| (2 2)". (2 ) | 
2 2 
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si æ et y sont de même parité; et l'identité 


2(X2+3Y2)=02[(X—Y} +(X—Y}(2Y) + (2Y}]. 


Ces identités montrent que tout nombre représentable par la 
forme 
(TETE 72) 
est égal au double d’an nombre représentable par la forme 


(æ+ 3 y?), 


et qu'il y a autant de représentations du premier nombre par la 
première forme que du second nombre par la seconde forme. 


383. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré 
et du quintuple d’un carré. — Traitons encore de la décompo- 
sion d’un nombre en un carré et en un quintuple de carré. 

La forme æ?+ 5 y?, ayant comme discriminant 5, remarquons 
tout de suite qu'il existe une autre classe de formes de discrimi- 
nant à, représenté par la forme réduite 


DT TY ES 2: 


Cherchons d’abord les nombres m» impairs et non divisibles 
par 5, représentables proprement par l’une ou l’autre de ces 
formes. Ces nombres ne doivent contenir que des facteurs premiers 
dont — 5 soit reste quadratique ; c’est-à-dire de l’une des formes 


20h+1, 20h+3, 20h+7, 20h +o. 


Cette condition remplie, soit y le nombre de ces facteurs pre- 
miers différents, on voit qu'il y a 2#*! représentations propres du 
nombre mr par l’une ou l’autre des deux formes citées plus haut. 

Mais il reste à déterminer par laquelle de ces deux formes se font 
ces représentalions. Or il est évident que la première forme 
æ?+ 5 y? ne peut représenter que des nombres congrus à 1 ou à 
— 1 (mod 5), tandis que la seconde forme 


(22 y) 57? 


2 


DT TN ONE — 


ne peut représenter que des nombres congrus à 2 ou — 2(mod5). 
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Donc les 24*! représentations propres du nombre m sont des 
représentations par la première forme si m est de l’une des deux 
formes 5h +1, par la seconde si m est de l’une des deux formes 
D Aiaere. 

Remarquons d’ailleurs que les 24*! représentations par la pre- 
mière forme ne donnent que 24! décompositions distinctes du 


nombre en un carré et en un quintuple de carré. 


384. Des considérations analogues s'appliquent aux formes à 
discriminant négatif, mais le nombre de représentations est infini. 

Cherchons, par exemple, les nombres décomposables en la diffé- 
rence entre un carré et le double d’un carré, 


(110) æ2— 9y?= m. 


Examinons d’abord les nombres » impairs, el ne cherchons 
que les valeurs de x et de y, premières entre elles. Pour que 
l'équation (110) soit possible, il faut que 2 soit reste quadratique 
de tous les facteurs premiers de m». Il faut donc que ces facteurs 
premiers soient tous de l’une des formes 8 + 1 ou 8h — 1. 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on voit, comme 
dans les questions précédentes, que le nombre m est représentable 
proprement par une forme de discriminant — 2 et par toutes les 
formes de même classe. Mais nous avons vu (n°350) qu'il n’y a 
qu’une classe de ces formes. Donc le nombre 7» est représentable 
par la forme x?— 2 y?. Mais, d’après ce qu'on a vu, il y a une 
infinité de valeurs de x et y répondant à la question. 


Exemple : 


38). Pour ce qui est de la représentation propre des nombres 


pairs, soit 
DEEE 2 


æ doit être pair, et, par suite, y impair. Soitæ—2x!, y—92 +1 
m=2x?— (27 +1) = (2% —09y'—1)—9(2 — 27 — 1}. 


On voit que m doit être impair. De plus, on voit qu'à chaque 
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représentation propre de 2m correspond une représentation 
propre de met réciproquement. 

Enfin les représentations impropres d’un nombre » s’obtien- 
nent, comme toujours, en divisant »2 par ses diviseurs carrés, et 
cherchant les représentations propres du quotient. 


———0— 
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NOTES. 


NOTE A. 


SUR LES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATION. 


386. La base b d’un système de numération (n° 21) est un nombre dif- 
férent de r, d’ailleurs absolument quelconque. Pour écrire les nombres, 
dans le système de base à, il faut employer, outre le zéro, b —1 chiffres, 
représentant les b —1 premiers nombres. 

Les règles des opérations sont les mêmes, dans tous les systèmes de 
numération. 


387. Une numération curieuse est la numération de base 2 ou binaire. 
Dans cette numération il n’est fait usage que de deux chiffres, o et 1. 
Voici les premiers nombres écrits dans ce système : 


un deux trois quatre cinq six sept 


L 10 IT 100 IOTI 110 III 


huit neuf dix onze douze treize quatorze 


1000 IOOI 1010 IOIT 1100 IIOI 1110 


Dans ce système les opérations seraient plus simples que dans le sys- 
tème décimal; mais les nombres seraient beaucoup plus longs à écrire. 


388. La possibilité d'écrire tout nombre dans le système binaire peut 
encore s’énoncer en disant que tout nombre est décomposable en une 
somme de puissances de 2 (la puissance d’exposant zéro comprise), 
chaque puissance étant prise au plus une fois. 


Exemple. — Le nombre quatorze qui s'écrit r110 se décompose en 


D eee 5 


389. On peut donner à ce théorème une forme matérielle : une boîte 
de poids contenant les poids de 1®, 28", 48, 88, ..., (22%—1)# peut ser- 
vir à peser tous les corps (à 14° près) jusqu'à 1+ 2 +...+ 22%-—1 grammes 
ou (22—1)$",; les poids se plaçant tous dans le même plateau. 
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390. Voici une autre réalisation matérielle : [nscrivons sur un carton, 
par ordre de grandeur, Lous les nombres, depuis 1 jusqu’à 22— 1, qui, 
étant écrits dans le système binaire, auraient pour dernier chiffre à droite 
un 1 (c'est-à-dire les nombres de la forme 2h +71) le premier de ces 
nombre est 1; sur un second carton, tous les nombres (depuis 1 jusqu’à 
2% — 1) qui, étant écrits dans le système binaire, auraient pour avant-dernier 
chiffre un r (c’est-à-dire les nombres de l’une des formes 4h +92, 4h +3), 
le premier de ces nombres est 2; sur un troisième carton, tous les nombres 
(depuis 1 jusqu'à 2%—1) qui, étant écrits dans Le système binaire, auraient 
pour avant-dernier chiffre à droite un r (c’est-à-dire les nombres de 
l’une des formes 4h +4,4h+5,4h +6. 4hk—5),le premier de ces nombres 
est 22, ...; enfin, sur un n°" carton, tous les nombres (depuis 1 jusqu’à 
2%— 1) qui auraient pour n°% chiffre en partant de la droite un 1 (c’est- 
à-dire les nombres 27%-1, on-1+ 71, 9149, ..., 20149711) Je 
premier de ces nombres est 22-1, 

Dans ces conditions, il est clair que tout nombre est égal à la somme 
des premiers nombres des cartons sur lesquels il est inscrit. Par exemple, 
le nombre 53, qui s'écrit r1o101, est inscrit sur le premier carton qui 
commence par 1, sur le troisième qui commence par 4, sur le cinquième 
qui commence par 16, sur le sixième qui commence par 32. Or 


1+ 4 +16 + 32 — 53. 


391. La numération ternaire donne des résultats analogues. Quand un 
nombre est écrit dans le système ternaire, les chiffres ne sont que des 1 


ou des 2. Exemple : 
10211201. 


Mais quand un chiffre est un 2, retranchons-lui 3, le chiffre devient égal 
à (— 1) (nous l’écrirons 1). Ajoutons d’ailleurs 1 au chiffre qui précède à 
gauche, le nombre n'aura pas changé. De proche en proche, on arrivera 
à ce que tous les chiffres soient des 1 en valeur absolue. Ainsi le nombre 
précédent s'écrit successivement 


TO211201 —10212101 — [0221101 — 11011101. 


Donc : tout nombre est décomposable en une somme de puissances 
de 3, diminuée d'une somme d’autres puissances de 3, chaque puis- 
sance n'étant prise qu'une fois. 
Une boîte de poids, contenant les poids de 16", 38", 9%", ..., (32—1)5", 
peut servir à peser tous les corps à 1% près, jusqu'à 1-+ 3 + 32..:371 
3— I : 
ou ——— grammes, les poids se plaçant les uns dans un plateau, les autres 
2 
dans l’autre. 
Il existe encore d’autres applications intéressantes. Voir Lucas, Récréa- 


tions mathématiques (Paris, Gauthier-Villars). 
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NOTE B. 


SUR LES NOMBRES PREMIERS. 


392. Nous avons démontré (n° 33) que la suite des nombres premiers 
est illimitée. 

Ce théorème se trouve déjà dans Euclide. 

Une généralisation très belle de ce théorème a été énoncée par Legendre 
et démontrée par Lejeune-Dirichlet, à savoir : Toute progression arith- 
métique dans laquelle le premier terme et la raison sont premiers 
entre eux contient une infinité de nombres premiers (1). 

Voici des cas particuliers de ce théorème : 


393. Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4h —1. 
Autrement dit, soit p un tel nombre, il en existe un plus grand. En 
effet, faisons le produit de tous les nombres premiers de 1 à p; multiplions 
ce produit par 2 etretranchons 1 au résultat, Nous obtenons un nombre À 


Broad oder 0/2) == 


Si À est premier, comme il est de la forme {A — 1 et qu'il est évidemment 
plus grand que p, le théorème est démontré. 

Si À n’est pas premier, il admet des diviseurs premiers, et l’on démontre, 
comme au n° 35, que tous ces diviseurs sont plus grands que p. Mais, 
d'autre part, ces diviseurs ne sont pas tous de la forme 4 +1, puisque 
leur produit n’est pas de cette forme. Donc il y a au moins un diviseur 
premier de À, de la forme 4} — 1, et plus grand que p. Le théorème est 
donc démontré. 


394. On démontre de la même façon qu’il existe une infinité de nombres 
premiers de la forme 6h —1. 


395. {1 existe une infinité de nombres premiers de la forme 4h +1. 
En effet, soit p un tel nombre. Formons la quantité 


(0e 7e yo ee te 


Si À est premier, commeilest de la forme 4} +1 et plus grand que p, le 
théorème est démontré. Sinon À admet des diviseurs premiers, tous plus 
grands que p. Tout revient à démontrer que les diviseurs premiers de A 
sont de la forme 4 + 1. En effet, À est un nombre impair égal à la somme 


(') M. de La Vallée Poussin a donné dans ces derniers temps une démonstration 
de ce théorème, plus simple que celle de Dirichlet. Voyez : Recherches analy- 
tiques sur la Théorie des‘ nombres premiers, 2° partie, Chap. IV. Bruxelles; Hayez. 
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de deux carrés premiers entre eux. Donc, d’après ce qu’on a vu au n° 374, 
tous ses diviseurs premiers sont de la forme 4h +1. 


396. Pour démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de 
la forme Gh+1 on considérera l'expression 


DT 2er 0Pee ee Le 
et l’on s’appuiera sur le résultat du n° 381. 


397, /l y a une infinité de nombres premiers de la forme 8h + 5. 
Ici l’on considérera la quantité 
A (3.07 ep)? 


C'est un nombre impair égal à la somme de deux carrés premiers entre 
eux, donc les facteurs premiers de cette expression sont tous de la forme 
4h31, par conséquent de l’une des formes 8h+rou8h+5. De plus, A 
étant de la forme 8h+5, ces facteurs premiers ne sont pas tous de la 
forme 8h +1. La démonstration s'achève facilement. 


398. Quant à la démonstration générale du théorème de Dirichlet, 
nous ne la donnerons pas ici. Elle repose sur la considération de séries de 


C2 


(°4 : . . ? 
la forme ) —) 4 étant un coefficient indépendant de s, et sur la trans- 
n 
AT 
formation de ces séries en produits contenant les nombres premiers. 
Nous allons seulement ici considérer une de ces séries, la série 
I I [ 1 


(1) eu FF eaM ES PRE CET 


Nous allons montrer, d’après Euler, comment on la transforme en 
produit contenant tous les nombres premiers. Nous en déduirons le théo- 
rème du n° 33, la suite des nombres premiers est illimitée. 


399. Nous démontrerons d’abord les théorèmes suivants : 


1° La série (1) est convergente pour s >1; 2° elle est divergente 
pour s£1; 3° lorsque s tend vers 1 par valeurs plus grandes que 1, 
la somme de cette série croit indéfiniment. 


En effet : 
3° On peut grouper les termes de la série (1) de la façon suivante : 


I L I ( I Le Etes 
a EME: SE OM TNT 7 Tree 


li il Ll 
= (ar + 1) DCE ni (21+1 — | “a 
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Si, dans chacun des groupes, l'on remplace chaque terme par le premier 
d’entre eux, qui est le plus grand, on obtient une progression géométrique 


de raison en 
[ I 


I l 


+ + 


I 
1S—i cu 9s—1 451 


qui est convergente pour $ = 1 et a pour somme CeU 


2$—1 
La série (1) est donc, «a fortiori, convergente pour s > 1. Désignons, 
d’après Riemann, sa somme par €(s), on a 


E(S)< — 


[I 
1 


25—1 


2° Si, maintenant, l’on groupe les termes de la facon suivante : 


AR x LT MITA 
0 0 No EE eo. 


I I j 
L Es rase nr | mr0 0% 


et que, dans chaque groupe, l’on remplace chaque terme par le dernier 
d’entre eux qui est le plus petit, on obtient l’expression suivante : 


ae HN CE [0e I | 
TS Mr T 81 Pr Genet ee | 
la quantité entre crochets étant une progression géométrique de raison 
3521” qui est divergente pour s£1. La série (r) est donc, a fortiori, diver- 


gente pour s£1. 
3° Sis=>1, la seconde transformation montre que 


Ll 
C(s)>1+ me 7e 


I — —_— 


25—1 
ou 
[! 


LI 
(Shure . 


D ERT 


Si s tend vers 1, le second membre de cette inégalité, et & fortiori le 
premier, croît indéfiniment. 


400. Nous allons maintenant montrer comment on transforme asJten 
produit contenant tous les nombres premiers. 


O2 
D 
nl 
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Ona pour Sr, 


[ I I I 
C(S)= ++ ++ — +... 
1S 2$ 2$ pS 
On en déduit 
GS La I I 
Ne lie 


d’où, en soustrayant membres à membres, 


er 


ï I [ 1 
(2) OE SES CRE à, 


les termes du second membre de cette égalité ne contenant plus au déno- 
minateur que les nombres impairs. 
Maintenant, de l’égalité (2), on déduit 


(3) Es) (au ER 
? 2$ 3$ 35 9° 195$ 


et en retranchant membres à membres les égalités (2) et (3), 


Che ee I PNR er 
ECS) 9$ SC RTS 5s 7$ AS HR) 


les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que les 
_.nombres non divisibles par 2 ni par 3. 
En continuant ce procédé jusqu'au nombre premier p, on obtient 


, ARE 1 1 a) I 
(4) C(s) ra  - Tee 


les termes du second membre ne contenant plus, au dénominateur, que 
les nombres non divisibles par 2 ni par 3,... ni par p (!). 


401. Ceci suffit pour démontrer que la suite des nombres premiers est 
illimitée. Supposons, en effet, pour un moment, qu’il n’y ait qu’un nombre 
limité de nombres premiers 1,2,...,p. L'égalité (4) deviendrait alors 


(:) Rien d’ailleurs, dans le raisonnement précédent, n’oblige à supposer que 
les nombres premiers introduits dans le calcul aient été tous les nombres pre- 
miers croissants successifs. Soient p, g, ...,r des nombres premiers quelconques, 
différents deux à deux, on a 


(=) p(-s)ete 


les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que des 
nombres non divisibles par p,q,...,r. 


C. 21 
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ne) 


Mais cette égalité est impossible, car s tendant vers 1, le premiei 
membre croitrait indéfiniment, tandis que le second tendrait vers 


ou 


L 


DC) 


Donc la suite des nombres premiers est illimitée. 


402. Reprenons l'égalité (4); supposons que p avance indéfiniment dans 
la série des nombres premiers. Dans le second membre de l'égalité le terme 


De a ; 2e 7 se 
qui suit — est un terme qui, dans la série —; à un rang au moins égal 
1$ ? ns Le) o 


à p +2. Donc le second membre tend vers 1, quand p croît indéfiniment. 
On obtient donc à la limite 


ou 


le signe ÿ s'étendant à tous les nombres entiers, et le signe | ] à tous 


les nombres premiers. 
C’est l’identité d’'Euler (1). 


(!) Voici une généralisation facile et qui mettra le lecteur sur la voie de la 
démonstration générale de Dirichlet : 
Considérons la série 


> nées x D 5 
2 TES € TE = ee 
(22 +1) nù op 0 7e 


On démontre qu’elle est convergente pour s > 0. Pour ces valeurs de s, elle 
représente une fonction de s que nous désignerons par 7 (s). En particulier 


x (1) = 


On démontre ensuite que 


x(5)=TT EL LT re) 


le nombre premier 2 n’entrant pas dans le produit, p' désignant les nombres pre- 
miers de la forme 4h +1, p" ceux de la forme 4 A — 7. 
En comparant cette identité avec celle d’Euler, on arrive à démontrer qu'il ya 
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403. L'identité d'Euler, et les fonctions €(s) et analogues, ont donné 
naissance à de nombreux travaux (1). Parmi les problèmes qui y sont 
traités, se trouvent ceux relatifs à la façon dont les nombres premiers sont 


distribués dans la suite naturelle des nombres. Parmi les résultats obtenus 
se trouve celui-ci : 


Quelque petit que soit le nombre positif k, le nombre des nombres 
premiers compris entre x et (1+ K)x augmente indéfiniment avec x, 


démontré à peu près en même temps par MM. Hadamard et de la Vallée- 
Poussin (?). 


404. Signalons en passant un travail d’une autre nature dû à Tchebyscheff 
et permettant de calculer une limite inférieure et une limite supérieure du 


une infinité de nombres premiers de chacune des deux formes. (Pendant que nous 
soinmes sur ce point, disons que le théorème de Dirichlet sur la progression 
arithmetique a été étendu par lui-même aux nombres représentés par une forme 
quadratique.) 

(!') Contentons-nous d'indiquer les principaux : 

LEJEUNE-DIRICHLET, Abhandlungen der Berliner Akademie (1837) ou Vorle- 
sungen über Zahlentheorie, pnblié par Dedekind (3° édition, Brunswick, 1881). 

ScHLŒMILCH, Zeitschrift für Mathematik und Physik (1849). 

Ibid. (1858). ; 

RIEMANN, Ueber die Anzahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grôsse 
(Monatsberichte der Berliner Akademie; novembre 1859, ou Œuvres com- 
plètes). 

: FDN\ à 

HurwiTz, Einige Eingeschaften der Dirichlet’schen Functionen D De 
(Zeitschrift für Mathematik und Physik, t. XXVIT, 1882). 

A. Pirrz, Ueber die Häufigkeit der Primzalhlen in arithmetischen Progres- 
sionen und über verwandte Gesetze. ( Dissertation). Iéna, A. Neuenhahn ; 1884. 

LiPsomTz, Untersuchung der Eigenschaften einer Gatiung von unendlichen 
lieihen (Journal de Crelle, t. CV, 1889). 

HADAmARD, Étude sur: les propriétés des fonctions entières, et en particulier 
d’une fonction considérée par Riemann (Journal de Liouville, 1893). 

CAHEN, Sur la fonction 6(s) de Riemann, et sür des fonctions analogues 
(Annales de l’École Normale supérieure, 1894). 

DE LA VALLÉE-PoussiN, Æecherches analytiques sur la théorie des nombres 
premiers (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XX, 2° partie, 
1896 ). 

HapamARD, Sur la distribution des zéros de la fonction &(s), etc. (Bulletin 
«de la Société Mathématique de France, t. XXIV; 1896). 

Von ManGcoznT, Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
t. CXIV. 

(2) J'ai donné (Annales de l'École Normale supérieure, 1894) une démon- 
stration non rigoureuse mais très simple. Cette démonstration deviendrait rigou- 
reuse si l’on parvenait à démontrer ce théorème énoncé par Riemann : Les racines 


L ; L PRE à 
imaginaires de la fonction 6(s) sont de la forme - + ti, t étant réel. 
2 
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nombre des nombres premiers compris entre deux nombres donnés a et b. 
' 1 2 ? > 4) 
Ce Travail se trouve reproduit dans le second Volume du Cours d Algèbre 


supérieure de Serret. 


NOTE cC. 


SUR LA DÉCOMPOSITION DES NOMBRES EN FACTEURS PREMIERS. 


403. Nous avons vu, au n° 37, comment on reconnaît si un nombre est 
premier. On le divise successivement par les nombres plus petits que lui, 
et lon voit si certaines de ces divisions réussissent. 

Il est évidemment avantageux d’essayer les diviseurs par ordre de gran- 
deur croissante. On peut d’ailleurs se borner aux diviseurs premiers. On est 
donc aidé par une table des nombres premiers, même n’allant pas jusqu’au 
nombre proposé. En tout cas il est inutile d’essayer les diviseurs que lon 
reconnaît immédiatement n'être pas premiers, par exemple les nombres 
pairs, les nombres divisibles par 3, par 5. 

Enfin, les divisions étant faites dans l’ordre qu’on a dit plus haut, tandis 
que les diviseurs augmentent, les quotients vont en diminuant ou tout au 
moins n’augmentent pas. On arrive donc à une division dans laquelle le 
quotient est inférieur ou égal au diviseur. 

Si, à ce moment, aucune division n’a réussi, on peut arrêter les essais, 
le nombre proposé est premier. En effet, si une division suivante réussis- 
sait, le nombre proposé serait divisible par le quotient de cette division, 
c’est-à-dire par un nombre inférieur ou au plus égal au diviseur de la 
division à laquelle on s’est arrêté, ce qui est impossible. 

Ceci revient à dire qu’on n’a besoin d’essayer que des diviseurs inférieurs 
à la racine carrée du nombre proposé. 


406. Enfin nous allons montrer comment on peut restreindre le choix 
des diviseurs à essayer. La théorie des formes quadratiques va nous per- 
mettre, en effet, de fixer certaines formes linéaires dans lesquelles doivent 
se trouver les facteurs premiers d’un nombre. 

Soit m» le nombre dont il s’agit de savoir s’il est premier ou non. Je 
peux supposer 7x impair, Supposons qu'on ait mis » sous la forme 


(1) m=ax?+2bxy + cy?. 


Siæet y n'étaient pas premiers entre eux, >? ne serait pas premier. 
Supposons donc que æ et y soient premiers entre eux. On sait alors 
(n° 352) que la congruence 


(5) n=— D (mod m), 


est possible, en posant 
D = ac — b?. 
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Soit p un facteur premier quelconque de m». Le nombre p est néces- 
sairement impair, puisque 77 l’est. 
La congruence (2) entraîne la suivante 


n?=— D (mod p), 


cette dernière entraine la condition 


Soit D”? le plus grand carré par lequel soit divisible D. Posons 
DD De 


La condition (3) peut s’écrire plus simplement 


be, 
ie = I. 
P 


Or D” n'étant plus divisible par aucun carré différent de r, et p étant 
impair, Cette condition entraîne (n° 194) que p appartienne à certaines 
progressions arithmétiques de raison D" ou 4 D”. Pour voir si mn est premier, 
il suffira donc d’essayer les diviseurs de » par des diviseurs appartenant 


à ces progressions. 


407. Remarque. — Supposons qu’on ait mis » sous différentes formes 
m—=ax+2bzy +cy?=a'x?+9b'z'y'+cy?=a"x"2+2b"x"y"+ c"y"?, 
æ, y étant premiers entre eux, ainsi que +’,y' et x”,7". On en déduit plu- 
sieurs systèmes de progressions arithmétiques auxquelles appartiennent 
nécessairement tous les facteurs premiers impairs de #». Il ne peut y avoir 
que les nombres communs à ces différents systèmes qui soient facteurs 
premiers impairs de m. 

Remarque. — Le procédé précédent permet ainsi non seulement de 
reconnaître si un nombre est premier, mais de le décomposer en facteurs 


premiers. 


408. Pour appliquer cette théorie, il faut, étant donné un nombre m, le 

mettre sous la forme 
ax?+2bxy + cy?. 

On peut y arriver par tâtonnements. Si, par exemple, on se borne à la 
forme particulière æ2+ Dy?, il suffira de prendre un nombre + quel- 
conque, de l’élever au carré, de retrancher le résultat du nombre », puis 
de mettre la différence sous la forme Dy?, ce qui est toujours possible, 
puisqu'on peut, en tout cas, prendre y —1. En prenant æ assez voisin 
de ÿm, on aura, pour Dy?, un nombre relativement petit. 

On trouvera d’ailleurs à la fin du Volume une Table donnant les expres- 
sions linéaires des diviseurs des formes quadratiques x? + D y?, pour toutes 


les valeurs de D de --10or1 à + ror. 
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409. Exemple. — Dans la démonstration du n° 33, nous avons consi- 
déré l'expression À obtenue en faisant le produit des nombres premiers 
depuis 1 jusqu’au nombre premier p, et nous avons raisonné successive- 
ment dans l'hypothèse où cette expression est première, et dans l’hypo- 
thèse où elle ne l’est pas. En fait, est-elle première ou non? 

Pour p = 2, 3, 5, 7, 11, on a respectivement 


AT OT 211 2011 


Toutes ces valeurs de A sont premières, elles sont contenues dans la Table 
donnée à la fin de cet Ouvrage. 
Soit maintenant p — 13, on trouve 


A=R0031: 


Ce nombre sort des limites de la Table. Sa racine, à une unité près, 
est 17 

On sait d’ailleurs, d’après le raisonnement fait au n° 35, que ses facteurs 
premiers sont supérieurs à 13. On voit donc dès maintenant qu’on n'a 
besoin de’ssayer que les divisions de À par les nombres premiers de 17 
à 173, tous contenus dans la Table I. 

Maintenant mettons 30301 sous la forme +?2+ D y?. Si l’on essaye æ = 175, 
on trouve 


2 
30031 —173 +102, 


valeur peu favorable, car la forme x?+ 102 y? sort des limites de la Table IIF. 
Essayons æ — 174, on trouve 


=== ? 
30031174 — 0.72. 


D'ailleurs 174 et 7 sont-premiers entre eux. Donc 30031 est représenté 
proprement par la forme 
æ?— 572. 


Donc, ses diviseurs premiers sont de l’une des formes 
(4) 20h +1, 9, 11, 19. 


En essayant # — 172, on ne trouve rien de favorable. 
En essayant æ = 175, on trouve 


30031—178 — 66.32. 


175 et 3 sont premiers entre eux. Donc 30031 est représenté proprement 
par la forme 


a? — 6672. 
Donc ses diviseurs premiers sont de l’une des formes 


td) SRE NS ag Mo 05 SE AS 0 he: 0 01, 100 
85, 95, 97, 103, 109, 125, 139, 155, 161, 167, 5008: 
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(Nous ne terminons pas l’énumération, car nous n’en avons pas besoin, 
n'ayant à rechercher que les facteurs premiers entre 17 et 173.) 

Les nombres premiers de l’une des formes (4), compris entre 13 et 173, 
sont 


CO MO SL MAROC TT. 70,80, 101,100: 1121: LI0 140 11e 
| 
Les nombres premiers de l’une des formes (5), compris dans les mêmes 


limites, sont 
(7) 17, 19, 31, 4), 43, 53, 59, 61, 97, 103, 109, 139, 167. 


Donc, un facteur premier de 30031 doit appartenir à la fois aux deux 
suites (6) et (7) et, par conséquent, ne peut être que l’un des nombres 


(8) 1901 1100009; (01 D) 0 


Enfin on peut encore faire cette remarque, à savoir que 30031 étant de 
la forme 4 — 1, a au moins un facteur premier de cette forme. 
Parmi les nombres (8), il ne reste donc à essayer que 


HOMO TOO) EN) 


Les divisions par 19 et 3r ne réussissent pas. Mais la division par 59 réus- 


sit, et l’on trouve 
30031 = 59 X 509. 


Ainsi, pour p —13, l'expression A n’est plus un nombre premier (!). 
D'ailleurs le nombre 509 est dans la Table I. Il est premier. 


410. Sur la décomposition en facteurs premiers des nombres de la 
forme ai. — Nous nous proposons, ici encore, de déterminer cer- 
taines formes dans lesquelles sont compris les facteurs premiers des 
nombres de la forme ar. 

Examinons d’abord les nombres de la forme a”— 1. 

Soit 7° un diviseur de ». On sait que a”’—1 est un diviseur de @”—1. 
Donc tout facteur premier de a”? —1 est aussi un facteur premier de a7—1. 

Nous pouvons donc diviser les facteurs premiers de a”—1 en deux 
classes : 1°ceux qui ne sont facteurs d’aucun nombre de la forme a”—1, 
m' étant un diviseur de m; 2° ceux qui sont facteurs de quelque nombre 
de cette forme. 

Bornons-nous à chercher les premiers. Or on a le théorème suivant 


(!) En continuant ce calcul, on trouve : 
Ponrp =, . 


pour p —19, 
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RES Ce, ; PE 

AU. Taéorème. — Tout facteur premier impair de a"—1 qui nest 
facteur d'aucun nombre de la forme am'—1, m' étant un diviseur 
de m, est de la forme hm +1. 


En effet, soit p un tel facteur. Dire que a”— 1 est divisible par p, mais 
qu'aucun nombre de la forme a”’—1 n’est divisible par p, c'est dire 
que a appartient à l’exposant m par rapport à p (n° 149). Donc m est un 
diviseur de p —\, 


p—t 
TE 0 
D 
d'où 
DITS 
4192. CAS PARTICULIER. — mn étant un nombre premier impair, tout 


facteur premier impair de am—1, qui ne l’est pas de a —1, est de la 
forme hm<+1. D'ailleurs, devant être impair, ce facteur est de la 
Jorme 2 hm +1. 


Comme cas encore plus particulier on a le théorème suivant : m étant 
un nombre premier impair, tout facteur premier de 2— 1 est de la 
Jorme 2 hm +1. 


On peut d’ailleurs, dans la recherche des facteurs de a— +, s’aider des 


résultats tirés de la théorie des formes quadratiques. En particulier, si m 
m—i1 


2 
. . 2 1 
est impair, @a?— 1 — A ) — 1. Le nombre a”-— 1 est donc repré— 


: L à ñ x 2 2 
senté proprement par la forme ax?— y?. 


413. EXEMPLE. — Décomposer en facteurs premiers 109—1— 999999 999 
109— 1 est divisible par 103— 1 — 33 X 37, et l’on trouve 


LOS Se OO OI 


Le nombre 1001001 est encore une fois divisible par 3, mais il ne l’est 
2} 


pas par 37, et l’on a 
LOTS ES 633007 


Reste à décomposer 333667 en facteurs premiers. 

Or les facteurs premiers de 333667 étant facteurs du nombre 109°—1, 
mais ne l'étant pas du nombre 10—1, ni du nombre 103— 1, sont de la 
forme 9h +1. 

D'autre part, la racine de 333667, à une unité près, est 537. 

Cherchons donc, dans la Table, les nombres premiers de la forme 9h+1, 
compris entre 1 et 577. Nous trouvons 


19, 97, 73; 100,427, 108, TL 100: 


(9) 
271, 307, 379, 307, 433, 487, 523, 54r. 
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9 
D 
Ke] 


D'autre part, remarquons qu’on peut écrire 
TOŸ—=1 = 10 (10)? r2. 
Donc le nombre —(10®— 1) est représentable proprement par la forme 
D TO YE. ‘ 


Donc, d’après la Table IV, ses facteurs premiers sont de l’une des 
formes 


40h — +, 3, 9, 13, 27, 31, 35, 30. 


Or, parmi les nombres (9), les seuls qui soient de l’une de ces formes 
sont 


(10) DICO 100-000 2H 07007 MO M2 


On peut encore restreindre le nombre d'essais. En effet, s'appuyant sur 
ce que la racine de 333667, à une unité près, est 557, on trouve 


333667 — 577 + 82.32. 


Le nombre 333 667 étant représenté proprement par la forme æ?+ 82 y?, 
la Table [IT montre que ses diviseurs sont de l’une des formes 


28/7 T7; (voir la Table). 


Parmi les nombres (10), les seuls qui appartiennent à l’une de ces 
formes sont 
109, 163, 199, 307, 397, 523. 


Enfin, remarquons qué le nombre 333667 étant de la forme 4h—1,a 
au moins un facteur premier de cette forme. 
On peut se borner à essayer les facteurs 


164, 199, 307, 523. 


Si l’on essaye les divisions de 333 567 par ces nombres, aucune ne réussit. 
Donc 333667 est premier. En définitive, 


109—=1—=3< 37% 3330067, 


A4. Nombres de la forme am+1. — Tout facteur premier de a”+1 
est aussi facteur de a?— 1. 

La question est donc ramenée à la précédente. 

Remarquons d’ailleurs qu'un facteur premier impair de a”—+71 n’est 
certainement pas facteur de a”— 1, puisqu'il ne divise pas la différence 2 
de ces nombres. 
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418. En particulier, tout facteur premier impair d’un nombre de la forme 


CL NL 


est facteur du nombre a?"*'—1, mais il ne l’est d'aucun nombre de la 
forme a’—1,m' étant un diviseur de 2*+1, car un tel diviseur est de la 
forme 22(4<n), de sorte que le facteur en question serait aussi diviseur 
de a?"— 1, ce qui est impossible. 

Donc tout facteur premier impair de a?"+1 est de la forme 


2n+1 R HT. 2 


M6. Exemple. — Fermat avait pensé, sans en avoir de démonstration, 
que les nombres de la forme 2?*+ 1 sont premiers. 
POUNTEENE 


22x45 qui est premier. 
IPN 0 = 9; 

2H I — 17 id. 
FOURS) 

281 — 257 id. 


Pour 7 


Î 


216 y — 65537. 


Cherchons si 65557 est premier. 

D’après ce qui précède, les facteurs premiers impairs de 65537 ne 
peuvent être que de la forme 32h +1. D'autre part, la racine, à une 
unité près, de 65537 est évidemment 28 ou 256. On n’a donc à essayer que 
les facteurs premiers de la forme 32h + +1, compris entre r et 256, c’est- 
à-dire 97 et 193. On constate que ni 97, ni 193 ne divisent 65537. Donc 
65537 est premier, et la remarque de Fermat se vérifie encore pour ce 
nombre. 

Mais, pour n —=5,ona 


292 1 4294967297, 


dont les facteurs premiers impairs doivent être de la forme 64h +1. 
Or les nombres premiers de cette forme, compris entre 1 et la racine, à 
une unité près, de 4 294 967297, soit 216 ou 65536, sont 


MOD 207 AO OO AE 
Si l’on essaye les divisions de 4293967297 par ces nombres, la division 
par 641 réussit et l’on trouve 
2% + 1 = {294 967297 = G{1 X 6700417. 


Ainsi la remarque de Fermat est inexacte (1). Ce dernier résultat est dû 
à Euler. 


(') Voici quelques résultats curieux relatifs à ce genre de questions : 


21—r=2147483647 est un nombre premier (Euler). 


NOTE D. — SUITES DE BROCOT ET DE FAREY. Oo 


Reste à voir si le facteur 6500417 est premier. Sa racine carrée à une 
unité près est 2588. Il suffit donc d’essayer les divisions de ce nombre, 
par tous les facteurs premiers de la forme 64 + 1, depuis 641 jusqu’à 2588, 


c’est-à-dire par 


641, 7569, 1153, 1217, 1409, 1601, 2113, 2561. 


Or aucune de ces divisions ne réussit. Donc 6700417 est premier. 


NOLEED: 
SUITES DE BROCOT ET DE FAREY. 
CAR A 
A7. Considérons deux fractions —, à La fraction ;-—,; s’appellera 


b DES 
la fraction médiante de ces deux-là. 


aa 
b' 


Les nombres de la forme 2‘**?+1 ne sont pas premiers. En effet, 
QU (oh ot 7) (oki ohtl er) (Aurifeuille ). 


22 r n’est pas premier, il est divisible par 114689 (Lucas). 

22% r est divisible par 274877906944 (Seelhoff). 

Pour obtenir ce dernier résultat, on remarque d’abord que les facteurs de 22°°+1 
sont de la forme 


2% 1 = 135438963472 À +r. 


Mais, pour essayer un de ces facteurs, soit f, on ne peut effectuer la division, 
car le nombre 22° 1 a plus de vingt milliards de chiffres. On se contente de 
calculer le reste de la division de 22% 1 par f. Pour cela, on forme la suite des 
nombres 2, 22, 22, 2%, ..., dont chacun est le carré de l’autre. Aussitôt qu’un 
résultat dépasse f, on le remplace par le reste de sa division par f. 

On constate que, pour À — 20, on obtient un facteur de 22%—+7r. Ce facteur 
étant le plus petit diviseur de 22*%—+ 71 est premier. 

Le plus grand nombre premier calculé est, croyons-nous, 


2918000 7931816531 (Le Lasseur). 


On trouve, dans les Tables, des nombres premiers, assez considérables, se sui- 
vant à deux unités d'intervalle. Exemple : 3029867 et 3 029869. 

D’autre part, il est facile de former n nombres consécutifs qui ne soient pas 
premiers, à savoir les nombres : 


1.2...R(R+1)+2, 1.2...n(n+1) +3, 


1.2...N(72 +1) n,…1.2...n(7+1)+ (nr +1), 


qui sont divisibles respectivement par 2,5, ...,n,n HT. 
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3 ; CRUE 
Considérons une suite de deux fractions PATAE telles que 


(1) hi = a = ie 


Ces deux fractions sont irréductibles, car un diviseur commun de a et b, 
divisant a'b et b'a, divise leur différence et ne peut être autre que 1. 

Entre ces deux fractions, intercalons une médiante. Nous obtenons une 
suite de trois fractions formant deux intervalles. 

Dans l’un de ces intervalles ou dans les deux, intercalons encore une 
fraction médiante et nous obtenons une troisième suite. 

Continuons ainsi; en général, ayant la ni suite dans certains des in- 
tervalles laissés par les fractions de cette suite, intercalons des médiantes, 


nous obtenons une (7 +1)"°"® suite. 


418. On voit que la définition de ces suites est susceptible d’un assez 
grand arbitraire. Voici cependant quatre propriétés générales de ces suites : 

1° Les fractions d’une suite sont rangées par ordre de grandeur 
croissante. — C’est vrai pour les deux fractions de la première suite, à 
cause de la relation (1); et alors c’est évident pour les autres suites. 

2° Toute fraction d’une suite est médiante des deux qui la com- 
prennent. — Supposons que ce soit vrai pour la (n — 1)" suite, et soient 


quatre fractions consécutives de cette suite. Supposons que nous inter- 


m' 


calions une médiante entre — et —, nous obtenons 
P. 1 
D m+m' mm m 
ET 7 1) 2 
P P. Piste D IE P 


! 


ds m ME TR 7 
estumedantesde met" #01 que —, 
P DST P 


m 
Il faut démontrer que 


72 


ME nl m 
est médiante de ———,; et —>; c'est-à-dire que 
Poe D fr 


nv OT = TN 


! 


P DE Len ps 


et 
m' M + m + ml 


P PP ape 


Or ces deux égalités sont vraies, car elles se réduisent à 


m' m + m' 


DOME 


m HE EN 00 


7 ! 77 


PAURREE 


égalités vraies par hypothèse. 


[SE] 
©2 
© 


SUITES DE BROCOT ET DE FAREY. 


{À 


ï AO ALU TL ES : 
MS. Entre deux fractions consécutives — ; —; existe la relation 
Pre 


m'p—mp'=1. 


En effet, c’est vrai par hypothèse pour les deux fractions de la première 
! 


: : : : : m 
suite; démontrons que si c’est vrai pour les fractions — et — ce sera 
12 Je 


: : : D CRETE ee 
encore vrai pour les deux fractions — et -—_-——; ainsi que pour les 
P ET 
: mm mn 
ÉMNTS, ENT 
Hs à P 


Or 


(m+m')p—(p—+p')m=m'p—pm'=1 
et 
m'(p+p')—p(m+m')=m'p—pm'=\1. 


Le théorème est donc démontré. 

4° Toute fraction d’une des suites est irréductible. 

En effet, l'égalité m'p — mp'=1 montre que 7» et p sont premiers entre 
eux. 


419. Suites de Brocot.— Les suites de Brocot s'obtiennent en partant des 
PRO MALTE es de 
deux fractions - et — et intercalant des médiantes dans tous les intervalles 
L'ET 


qui se présentent. On obtient ainsi les suites suivantes : 


[0] 

1 ï 
0 Û 1 
n 2 te 
0 1 I 2 I 
1 3 2 3 1 
(e) J 1 5 Il 3 2 3 I 
F 4 3 5 2 5 3 A ï 
0 I I » I 3 > 3 I A 3 5 > 5 «A I 
FRONT ONCE RC CR RE EN EE Sr Ado 
Sn TS 2 UT A MON ON OM OT NO OM ON TON OST ONU 
F1 650 qir gro 3 15 8:13 5 12 7.9 2 9 7-19 5 18.8 1109 10 7011 f:9 D O0 


420. Suites de Farey.— Les suites de Farey s’obtiennent en partant des 
NIUE ; ; _ 
deux mêmes fractions — et -; mais en n’intercalant de médiantes qw’entre 
+ Cu 


les fractions dont la somme des dénominateurs est égale au rang de 
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la suite que l’on forme. On obtient ainsi 


0 L 
x L 
0 I 1 
ï 2 u 
) 1 I 2 I 
re 3 2 3 fi 
o L Ü I 523 I 
ï 10 pi SU ïu 
o mer 2 DT D OO I 
F INR LO CU Er: fr 
G) à FÉN En OUT ET A SE Jui 
VUS SNS NS DU CIDRE 
ON ENT TND MOI 3200300 RON 
136547357275374569: 


Par exemple, pour passer de la sixième suite à la septième, on n’a 
intercalé des médiantes que dans les intervalles 


421. D’après la façon dont les suites de Farey ont été formées, il n’y a 
dans la ni" suite que des fractions irréductibles plus petites que 1 et dont 
le dénominateur ne dépasse pas n; je dis de plus qu’elles y sont toutes. 

En effet, supposons que ce soit vrai pour la (n— 1)" suite, 


Soit alors 7 une fraction irréductible plus petite que 1, je dis qu’elle 


jé : CRE \iè : 
est dans la n°" suite. En effet, — n'étant pas dans la (7 — 1)" suite est 
n 


: 3. TR m' 
comprise entre deux termes de cette suite — et —. 
P ? 


1 

m 
-e 

18 


m C 
Re € 
P nm 


; ; : . M+m Re m 
On n’a pas p+p'<n, car sinon la fraction ——;, médiante de — 
DEP. VD 


u 1À 


m à CE iè à mm : 
et 2 appartiendrait à la (7 — 1)""% suite, de sorte que — et — ne seraient 
D V2 


pas deux fractions consécutives de cette suite. 
Posons 


(2) 


Cp — mn = à, 
mn—p'c—=$; 


z et $ sont des entiers positifs. 
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Multiplions les'égalités (2) respectivement par p' et p et ajoutons. Il 
vient 


n(m'p— mp') = ap'+ Bp, 


ou 


n ap + $p. 


Or comme p + p'=n, il résulte évidemment de là que 


GET 
Pot 
el 
P+p'=n. 


à : , C : , 
Reste à montrer que € = m + m"', alors il sera prouvé que — est la mé- 
n 


: : m m' Fe : 
diante des fractions — et —, donc elle sera dans la nie suite. Pour cela 
1 


nous retranchons les égalités (2) membre à membre, il vient 


c(p+p')—n(m+m)=a—$8 —=0o. 


Or 
P+p'=n, 
donc 
CMOS 0 
COROLLAIRE. — S1 l’on range par ordre de grandeur toutes les frac- 


tions irréductibles comprises entre o et 1, chacune de ces fractions est 
la médiante des deux qui la comprennent (1). 


NOTE E. 


SUR LE CALCUL DES RACINES PRIMITIVES DES NOMBRES PREMIERS. 


422. Nous avons vu (n° 459 et suivants) que la recherche d’une racine 
primitive d’un nombre premier est en général pénible, Voici quelques 
théorèmes qui permettent, dans certains cas, de prévoir une racine pri- 
mitive. 


THÉORÈME. — Tout nombre premier de la forme 2?°*+1 admet 
comme racine primitiwe le nombre 3 (?). 


En effet, toute racine primitive d’un nombre premier impair est un non- 
reste quadratique de ce nombre. 


(‘) Farey, Bulletin de la Société philomathique; 1816. 

HALPHEN, Sur des suites de fractions analogues à la suite de Farey 
(Bulletin de la Societé mathématique, t. V, p. 170; 1877). 

(2) Quant aux nombres de la forme 2?#1+ 1, ils ne sont pas premiers, étant 
divisibles par 3. 
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La réciproque n'est pas vraie en général, mais elle l’est lorsque le 
nombre premier est de la forme p = 2?*+ 71. En effet, l'exposant auquel 
un nombre a appartient par rapport à p, est un diviseur de p —1= 2°?*. Si 
donc a n’est pas racine primitive, c'est-à-dire si son exposant nest pas 
— 1 


; Le _—. P 
égal à »?*, il est un diviseur de 221, c'est-à-dire de 
On a donc 
TEA 


a ? =1(modp). 


Donc a est un reste quadratique. 

Ainsi, tout nombre qui n’est pas racine primitive est un reste. Il en 
résulte que, inversement, tout non-reste est une racine primitive. 

Ceci posé, pour démontrer le théorème, il faut donc démontrer que 


3 — 
220 +] rt 


Mais 22% 1 étant de la forme 4h +1,ona 


( 3 CELLES À 
mn) ( à jé 


DAS D — 2 (mod D) 


fo2nL = (2 ce 
( 3 PUX SV 4 


ce qui démontre le théorème. 


D'ailleurs 


Donc 


Exemple.— Depuis 1 jusqu’à 200 on rencontre comme nombres premiers 
de la forme précédente les nombres 2?+ 1 = 5 et 2*+1= 17. Ils admettent 3 
comme racine primitive. 


423. TaéoRÈME. — Soit p un nombre premier impair, tel que 2p +1 
soit aussi un nombre premier. Si p est de la forme 4h +1. le nombre 
2p +1 admet 2 comme racine primitive. Si p est de la forme 4h —1, 
le nombre 2p+1 admet (— 2) ou, ce qui revient au même, 2D —1 
comme racine primitive. 


En effet, par rapport au nombre premier 2p + 1, tout nombre ne peut 
appartenir qu'à un exposant diviseur de 2p; c'est-à-dire (puisque p est 
premier) à l’un des quatre exposants 


D DJ Dj 


Le seul nombre appartenant à l’exposant 1 est r. 

Le seul nombre appartenant à l’exposant 2 est — 1. 

Donc, pour démontrer qu'un nombre différent de 1 et de -- r est racine 
primitive de 2p +1, ilsuffit de démontrer qu’il n'appartient pas à l’expo- 
sant p; autrement dit, qu'il est non-reste du nombre 2p +1. 
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Ceci posé, soit d’abord 
P Vo ie 
Alors 


2p +1=8h +3. 


Or on sait que le nombre 2 n’est pas reste quadratique des nombres de 
la forme 8h + 3. Donc 2 est racine primitive. 
Soit, au contraire, 
p=4R—-1:. 
Alors 
2p +1=8/—1. 


Or on sait que le nombre —2 n’est pas reste quadratique des nombres de 
la forme 8} —1. Donc ce nombre (— 2) ou le nombre 2p —1 [qui lui est 
congru mod(2p +1)] est racine primitive. 


Exemple. — Depuis 1 jusqu'à 200 on rencontre, comme nombres 
premiers de la forme 2p +1, tels que p soit premier de la forme 4h +1, 
les nombres 


Be, ANT MG) MS I 


Ils admettent 2 comme racine primitive. Comme nombres premiers de 
la forme 2p +1,tels que p soit premier de la forme 4  —1, on rencontre 
les nombres 


9 


are Te 167, 


qui admettent — 2 comme racine primitive. 


424. THÉORÈME. — Soit p un nombre prenuer impair, tel que 4 p +1 
soit aussi un nombre premier. Le nombre À p +1 admet comme racine 
primitive le nombre ». 


En effet, par rapport au nombre premier 4 p +1, tout nombre appartient 
à un exposant diviseur de 4p, c’est-à-dire à l’un des six exposants 


NE M Jon EDS 
Or le nombre 2 n’appartient ni à l’exposant 1,.ni à l’exposant 2. 
Il n'appartient pas non plus à Pexposant 4. En effet 


2#—= 16. 


Donc 2 ne peut appartenir à l’exposant 4, si 4p +1>15. D'ailleurs le 
seul nombre premier de la forme en question, pour lequel cette condition 
ne soit pas réalisée est 13, et pour ce nombre le théorème se vérifie direc- 
tement. 

Restent les exposants 


(D 22 
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On voit donc que si 2 n'était pas racine primitive, il appartiendrait à 
l’exposant p ou à l’exposant 2p. Dans les deux cas on aurait 


22P= TI (mod 4p +1), 


c’est-à-dire que 2 serait reste quadratique de 4 p +1. 
Mais c’est impossible. En effet, p étant un nombre premier impair est 


de la forme 22 +1. Donc 
4p+1=8h+5. 


Or on sait que 2 n’est pas reste quadratique des nombres de cette 
forme. 


Exemple. — De 1 à 200, on rencontre, comme nombres premiers de la 
forme 4p +1, tels que p soit premier impair, les nombres 


13, 29, 149; 173. 


Ces nombres admettent 2 comme racine primitive. 


495. THÉORÈME. — Soit p un nombre premier, tel que 
222 D +1 CRE) 
soit aussi un nombre premier. Si, de plus, la condition 


DIET 


DE 


27n+3 


est satisfaite, le nombre 22? p + 1 admet 3 comme racine primitive. 
En effet, par rapport au nombre premier 2”#+2? p + 1, tout nombre appar- 
Uent à un exposant diviseur de 2”? p, c’est-à-dire à l’un des exposants 


PR 2?, Dates ami, 22, Po D; Dr Bis ESS yo, DIASEPTE 


Le nombre 3 ne pourrait appartenir à l’un des exposants 


_ à LM 22} Pres 24H, OS 
que si l’on avai 
(1) 38) 1=0, [mod(2#t?2p+r)] 
ou 
(2) (SP 7)(3P IL) = 0 [mod (2#+2p + 1)]. 


Or l’on n’a certainement pas 
382%) _r1—=0 [mod (om+2p + 1], 
car cette congruence entraînerait 


SEVRES [mod(2+2p +1)], 


ce qui voudrait dire que 3 serait reste quadratique du nombre 2n+2p+r,. 
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Or ceci est impossible. car le nombre 2+2p + 1 n’est certainement pas 


de l’une des formes 124 Ær. [ ne pourrait y avoir exception que pour 


: ae pus 
p = 3, mais la condition p > 


(mZ21) entraîne a fortiori p > 5] 


2 /N+38 


La congruence (2) entrainerait donc 


32"#)+1=0 [mod(27+2p + r)], 
ou 


(3) QUES 1 = h(orr2p ee 1), 


h étant un certain nombre entier. 
Dans cette égalité ne peut être nul; il ne peut non plus être égalà t 


puisque alors on aurait 
32241) — 2n+2 p, 


ce qui est manifestement impossible, l’un des nombres étant pair et l’autre 
impair. 
Donc 22. Donc l'égalité (3) donnerait 
32" 12o(9m+2p +1), 


d’où 
3-1) es; 


[A 


P 2/n+ 3 < 


Or ceci est contraire à l’hypothèse. 
Il en résulte que la congruence (1) est impossible; et, par suite, que le 
nombre 3 ne peut appartenir qu'à l’un des exposants 


P, 2pP; SORTE a NE Len 


e 


Il en résulte que si 3 n’était pas racine primitive, il appartiendrait à l'un 
des exposants 
JE Of D obce MAY 
Dans tous les cas, on aurait 


302%+1p)— y [mod (27+2p 5 1)] 


c’est-à-dire que 3 serait reste quadratique de (2*+2p +1). 
Mais nous avons déjà vu plus haut que c’est impossible. Le théorème est 
donc démontré (1). 


(:) L’énoncé de ce théorème se trouve dans la Théorie des congruences (EÉlé- 
ments de la théorie des nombres) de Tchebyschelf, avec cette différence, qu’au 


3 (m4) ï 


lieu de la condition p > » il y a la condition, évidemment moins 


2n+È 
3(om+ 1) 


avantageuse, p> 5" 


(A) 


B) 
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Exemple. — Faisons m —=1. De 1 à 200 on rencontre comme nombres 
premiers de la forme 8 p +1, tels que p soit premier impair et satisfasse 


DT 
24 
admettent 3 comme racine primitive. 


à la condition p > ou p > 5, les nombres 89 et 137. Ces nombres 


NOTE F: 


SUR LA FRACTION APPROCHANT LE PLUS D'UN NOMBRE & 
ET DONT LE DÉNOMINATEUR EST PLUS PETIT QU'UN ENTIER 72. 


426. À la théorie des fractions continues se rattache la question inté- 


ressante suivante : 


Parmi toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit 
qu’un entier donné m, trouver celle qui approche le plus par défaut 
d’un nombre donné a. De même trouver celle qui approche le plus 


par excès. 
sq , , SL 
Considérons les valeurs approchées par défaut du nombre a à —; 
1 


près; elles forment une suite 


Dans cette suite, barrons tout terme qui n’est pas plus grand que tous 
les précédents. Nous obtenons une nouvelle suite que nous appellerons 
suite (A). 

Il est bien évident que pour trouver, parmi toutes les fractions dont le 
dénominateur est plus petit que #7 celle qui approche le plus par défaut 
de a, il suffit de prendre, dans la suite (A), la fraction qui a pour déno- 
minateur le nombre le plus voisin de m» et inférieur à ce nombre. 

Si, au lieu des valeurs par défaut, on prenait les valeurs par excès de à&, 
et que l’on barrät tout terme qui n'est pas plus petit que tous les 
précédents, on formerait de même une suite (B). Pour trouver, parmi 
toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit que 77, celle qui 
approche le plus, par excès, de a, il'suffit de prendre, dans la suite (B), 
la fraction qui a pour dénominatéur le nombre le plus voisin de m et infé- 
rieur à ce nombre. 

Il est bien évident qu'il n’y à qu'une suite jouissant de cette propriété 
de la suite (A) et qu’une suite jouissant de cette propriété de la suite(B). 


Exemple. — Pour le nombre e on trouvera facilement les suites 
2 > 8 19 106 299 192 685 878 1O7I 1264 
> ÿ é 39 RTE 259” 323 394 Ê 465 ? 
3 11 30 49 65 87 193 1497 8 6899 9620 


? 5} 7 
30? 537 2538 3539 


ais 


pe 
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427. Remarquons que, sinous réduisons & en fraction continue, les ré- 
duites de rang impair sont nécessairement contenues dans la suite (A), et 
les réduites de rang pair dans la suite (B), d’après les propriétés de ces 
réduites démontrées au n° 96. 

Nous allons montrer comment de ces réduites on peut déduire tous les 
termes de la suite (A) et tous ceux de la suite (B). 

Soient deux réduites consécutives de rang impair, par exemple, 


Px-1 e Px+1 
Qi Qx+i 


Pers _ Pr + ax Pr 
Qui  Qxi+ ax Qx 


Considérons l'expression 
Pr + m Pr. 


Demo 


k—1, 


Qxi 


Pour m —o, cette expression donne la TE 


Pour m = ay-1, 


Qi: 


Pour les valeurs 1, 2, ..., ax+1— 1 de m, on obtient donc ax41— 1 frac- 
= et Prn, 


Gr 


tions intermédiaires entre 


4928. Je dis que la suite (A') formée par les réduites de rangs impairs 
et les fractions intermédiaires n’est autre que la suite (A). 


En effet, d’après la façon dont elle a été formée, la suite (A”) se com- 


pose de fractions croissantes, à dénominateurs croissants et tendant vers a. 
l 


Considérons deux fractions consécutives de la suite (A), soient 2 et 


Je dis qu’on a 
NETRETE 


En effet, L est de la forme 


RQ 


Pr; + m le 
Qxi+mQx É 
et E de la forme 


Py + (mm +i1)Pz 
Qi + mQx 


Donc 


pq—qP =[Pzx 1 +(m + D) PA IO7E: Ste mQx] 
— [Pr mPr][Qua+(m+i)Qx]= Pr Qu — Qrhx-i= 7. 


Ceci posé, je dis que la suite (A) jouit de la propriété caractéristique 
de la suite (A), ce qui prouvera qu’elle lui est identique. 
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Pour cela, il suffit évidemment de démontrer que sé une fraction Se 


LA 
est comprise entre deux fractions consécutives + _ de la suite (A), 


y est plus grand que q'. 
En effet, on a, par hypothèse, 


a ae 
TAPER 
d’où, en se rappelant que p'q — qg'p =1, 
O<IT—pPy< L 


d'où 
FIN OGTEEP PIE 


qæx—py étant positif, est au moins égal à r. Donc y est plus grand que g'. 
Le théorème est donc démontré, 

Si l’on opérait de même avec les réduites de rangs pairs, on trouverait la 
suite (B). 


429. Lorsque le nombre proposé est commensurable, les suites (A) et 
(B) sont évidemment limitées, le nombre proposé faisant partie des deux 


: 13 - : 
suites. Exemple, le nombre de donne naissance aux deux suites : 


FAS 3 CIS 2020 ADN CO Tr) LOTO AT 
LL 6 RESTE qa 17° 20° 43 66 


et 


(B) RO 


430. Voici encore une autre manière de former ces suites. Soit & un 
nombre. 
Posons 


] 
das+.. 


dé) 


&i, &>, 43 étant des nombres entiers positifs ou négatifs, en nombre li- 
mité ou illimité. 
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Si l’on prend : 
Pour &;, la valeur de a à une unité près par défaut, 


L : ga x , 
» _&23, la valeur de a — a. à une unité près par défaut, 
it 


1 : PTE ; 
» : a, la valeur de —— à une unité près par défaut, 
I 
7} 
= €; ? 
ete., on retrouve le développement en fraction continue ordinaire. 
Mais si l’on prend : 


Pour &;, la valeur de a à une unité près par défaut, 


Te sr : 
» &», la valeur de ———— à une unité près par excès, 
& — &i 
I à Dre ds M 
» «3, la valeur de à une unité près par défaut, 


nd» 


I 
a — 4; 


et ainsi de suite en alternant, on obtient un autre développement. 

Si l’on calcule les réduites de ce développement, ce sont justement des 
fractions de la suite (A). 

Si l’on prend : 


Pour a;, la valeur de a à une unité près par excès, 


RULES" des : 
»  &», la valeur de ———— à une unité près par excès, 
: a— a 
APR 


J : AP s 
» «3, la valeur de —— à une unité près par excès, 
I 


d — € 
et ainsi de suite, on obtient un troisième développement. Si l’on calculait 
les réduites de ce développement, en obtiendrait la suite (B). 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ces théorèmes. 


NOTE CG. 


SUR LE GROUPE MODULAIRE. 


431. Les résultats démontrés au $ IV du Chapitre VI sur la réduction 
des formes à discriminant positif donnent, en passant, un résultat impor- 
tant relatif au groupe modulaire. 

Soit (A, B,C) une forme réduite, soit (a, b,c) une forme de même 
classe. Il y a autant de substitutions modulaires transformant (a,b,c) en 
(A, B, C) qu'il y en a transformant (A, B, C) en elle-même (n° 316), c’est- 
à-dire qu’il peut y en avoir deux, quatre ou six (n° 318). 
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Nous allons supposer que la forme réduite (A, B, G) soit une forme pri- 
mitive, c’est-à-dire que les trois coefficients À, B, G n’ont pas de diviseurs 
communs (n° 275). 

Nous allons d’abord montrer qu’il n’y a que deux substitutions qui trans- 
forment (A,B,C) en elle-même, excepté : 

19 SiA 2, B—1, C—9, auquel cas il y a six de ces substitutions; 

2° SiA=1,B—0o,C=—171, auquel cas il y en a quatre. 

En effet : 

1° On sait (n° 318) que, pour qu'il y ait six des substitutions en ques- 
ion, il faut que 


(1) ADS? 


Puisque À, B, C n’ont pas de diviseur commun, le plus grand commun 
diviseur os de A,2B et G ne peut être que 1 ou 2. Dans le cas qui nous 
occupe, il doit être pair d’après l’égalité (1); il est donc égal à 2, et l’on a 


2DI=2 


ou 
DIR? 


Or, il n’y a (n° 323) que deux formes réduites de discriminant égal à 3, 
à savoir les formes (1,0, 3) et (2,1, 2). Mais, pour la première, 6 —1. 
Donc la seconde seule répond à la question. 

2° Pour qu’il y ait quatre des substitutions en question, il faut que 


4D = 4 52. 


Sis—=I,ona 
DER 


Or il n’y a qu’une forme réduite de discriminant égal à r, à savoir (1,0, 1). 
Elle répond à la question. 

Sio=2, D = 4. Or il n’y a que deux formes réduites de discriminant 
égal à 4, à savoir (2,0,2)et (1,0, 4). Mais la première n’est pas primitive, 
et pour la seconde o = 1. 


432. À partir de maintenant, nous supposerons que (A, B, C) est une 
forme réduite, primitive, différente de (1,0, 1) ou de (2,1,2). 

Dans ces conditions, soit (a, b, c) une forme de même classe que 
(A, B,C), il n’y a que deux substitutions modulaires qui transforment 
(0; tc) en (tAS BNC) 

Soit R l’une de ces substitutions, l’autre est RI (n° 318). 

Soit alors R une substitution modulaire quelconque. Si l’on applique 
à (A, B, G) la substitution R-1, on trouve une forme (a, b,c). Inverse- 
ment, la substitution R transforme (a, b, c) en (A, B,C). Il en est de 
même de la substitution RIT; mais il n’y a pas d’autre substitution modulaire 
que ces deux-là qui transforment (a, b, c) en (A, B,C). 
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D'autre part, on peut passer de (&, b,c) à (A,B,C) par une suite de 
substitutions S et T (n° 309 et 310). 

On en déduit donc que toute substitution du groupe modulaire à 
deux variables est identique à un produit de substitutions S et T ou 
à ce produit multiplié par 1. 


433. Si l’on considère le groupe modulaire à une variable (n° 327), 
comme, dans ce groupe, les deux substitutions R et RI sont identiques, on 
peut dire que toute substitution du groupe modulaire à une variable 
est identique à un produit de substitutions S et T (1). 


NOTE K. 
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454. Nous appelerons fonction numérique, une fonction qui n’est défi- 
nie que pour les valeurs entières de la variable, et qui n’a elle-même que 
des valeurs entières. 

Autrement dit, un nombre entier N est une fonction du nombre entier n, 
lorsqu’à chaque valeur de n correspond une valeur de N. 


Exemple. — La somme des diviseurs du nombre x, l'indicateur du 
nombre 7, etc., sont des fonctions numériques. 


435. Intégrale et dérivée suivant tous les nombres. — Soit une fonc- 
tion numérique f(n). La fonction 
(1) F(r)= ft) fC)E EC) 


sera dite ëntégrale numérique de f(n) suivant tous les nombres. 
Inversement f(n) sera dite la dérivée numérique de F(n) suivant 
tous les nombres. 


Exemples. — Si la fonction f(n) est égale à n, la fonction F(n) est 
égale à ER E 

Si la fonction f(n) est égale à n?, la fonction F(n) est égale à un cer- 
tain polynôme en x de degré p +1, et qu'on appelle p"e polynôme de 
Bernoulli. 


(:) Pour l’étude du groupe modulaire, voir Vorlesungen ueber Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen (Klein). En particulier, le Chapitre III de la se- 
conde Partie de cet Ouvrage est consacré à la relation entre le groupé modu- 
laire et la réduction des formes quadratiques et à la représentation géométrique 
de cette réduction. 
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436. Il est évident que l'intégrale, suivant tous les nombres, d’une fonc- 
tion déterminée, est déterminée par la formule (1). 

Inversement la dérivée, suivant tous les nombres, d’une fonction déter- 
minée, est déterminée par la formule 


f(n)=F(n)—F(n—:1). 


Nous désignerons l'intégrale suivant tous les nombres de la fonction 
f(n) par la notation 


F(n)= Ÿ f(n). 


Inversement, nous poserons 


fG)= |) Fc). 


437. Intégrale et dérivée suivant les diviseurs. — Nous appellerons, 
d’après Tchebyscheff, intégrale suivant les diviseurs d’une fonction f(n), 
la fonction D(n) définie par l’équation 


(2) P(n)=f(i)+f(d)+f(d')+...+f(n), 


1, d, d',...,n étant tous les diviseurs de 7. 
Inversement, f(n) sera dite la dérivée de P(n) suivant les diviseurs. 


Exemples. — Si f(n) est l'indicateur de n, D(n) est égale à 7. 
Si f(n) est l'indicateur du p'" ordre de n, P(n) est égale à n?. 


438. L'intégrale, suivant les diviseurs, d’une fonction déterminée f(n) 
est déterminée par la formule (2). 

Inversement, la dérivée suivant les diviseurs d’une fonction déterminée 
P(n) est déterminée. En effet, écrivons les 7 premières équations (2). 


P(1) = f(), 
P(2)=f(Q)+f(2), 
_ &(3) = f 0) +6) 


| P(4) = fn) +f(2) +f(4), 


Nous en tirons 


Fa) = B(r), 
T2) == P(2) La BE), 


PACE SC) 


I(n)= PR)" 
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Nous désignerons l'intégrale suivant les diviseurs de la fonction f(n) 


par la notation 
P(n) DU 
d 


Inversement, nous poserons 


fn) = [) #60). 
d 


439. La fonction p(n). — Soit f(n) une fonction égale à un 
pour n —1, et à zéro pour toute autre valeur de nr. Nous désignerons 
par (7) la dérivée, suivant les diviseurs de cette fonction f(n). 

Autrement dit, on a les égalités : 


(5) (1) =, 
(6) Do (nr). 
d 
Les formules (4) donnent alors 
= 
(2) = 
(3) = 
u(4)= 0, 
u(5)=—1, 
u(6)=+r. 
410. Je dis que, en général : 
u(n)=  o quand n contient des facteurs premiers multiples. 


u(n) =+1 quand x ne contient que des facteurs premiers simples et 
en nombre pair. 


u(n)=—1 quand n ne contient que des facteurs premiers simples et 
en nombre impair. 


Pour le démontrer, je remarque que la fonction (7) étant complè- 
tement définie par les équations (5) et (6), il suffit de montrer que les va- 
leurs qu’on vient de dire pour p(n) satisfont à ces équations. 

La chose est évidente pour n = 1, et, par conséquent, pour l'équation (5). 

Soit maintenant 7 1. Soit 


n = atbB...l 


la décomposition de x en facteurs premiers. Soit le nombre de ces fac- 
teurs @, b,...,/. Les diviseurs de x qui contiennent des facteurs premiers 
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multiples, donnant par hypothèse des valeurs nulles pour la fonction y, 
n’interviendront pas dans la vérification de la formule (6). 
Les diviseurs de x qui ne contiennent que des facteurs premiers simples 


sont 
WrL da; b,c,..,k, 13 0ab; ac, RMI bC Gba ERIC abc. hkl. 


Ilyena r égal à l'unité, 


P ; 
» - contenant 1 facteur premier, 
I 
r(r —1) : 
» ———— contenant 2 facteurs premiers, 
1e 
Anita re) . 
» PE contenant 3 facteurs premiers, ; 
12: 
D So NO nee nat D EDS ob dictée : 
r(r —1)(r —2) é 
I yena contenant 7 facteurs premiers. 


La somme des x de ces diviseurs est donc égale, d’après les hypothèses 
faites sur la valeur de la fonction p, à 


| à PTE : Ca 0 SOU UN 
LT APAUTE SON PER ARR RES 
I m0 Le 20e 


Or on sait que cette somme est nulle. La formule (6) est donc vérifiée. 


AM. Application aux formules (4).— Je dis que ces formules s’écrivent 


FQ) = «(:) P (1), 


JO)=e(?)e#0+u(2)e6), 
JO =(s)eu+e(s) ec) 
fin=Ye(5)#() 

d 


Pour le démontrer, je suppose que dans les formules (3) on considère 
celles de rangs 1, d, d',...,n, qu'on les multiplie respectivement par 


n D n x \ . : 
(2) «(5)» ce k(2) et qu'on les ajoute, il est facile de voir que 
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le coefficient de f(d) dans le second membre est 


re #E n 
Ô désignant les diviseurs de FÉ 


Or, cette somme peut s'écrire 


. 


Elle est donc nulle pour d Z n et égale à 1 pour d = n. 
Donc on obtient bien ainsi la formule 


(3) fin) =Y ef) va) 
d 


442. Autre forme de cette formule. — Cette formule peut 
une autre forme due à Liouville. 
Soit n = axb8... 0 
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s’écrire sous 


Dans la formule (7) il n’y a besoin d'écrire dans le second membre que 


nn de n : 
les termes relatifs à des diviseurs de z, tels que ge contienn 
teurs multiples. Ces diviseurs sont 
n mr [1 2 am [2 [12 
= nt D A) DIN Dar = 3 CAN) 09 
TRE À D LD KE kl 


e pas de fac- 


et la formule (5) devient, en remplaçant les coefficients pr (2) par leurs 


valeurs, 


nent) 
POPEORNIEECTS 


c'est-à-dire encore 


(8) Jo) = Ÿa(d)-Ÿ &(d'), 
en posant k " 
nfi—s)(-5)- (1-7) = DE DT, 


\ 


sl 3 


Telle est la formule de Liouville. 


el 
abc.…Kt} 
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443. Comme application, si la fonction f(n) est l'indicateur &(n), on 
sait que l'intégrale P(n) est égale à n. La formule (8) donne donc alors 


=> ad’ 


d 


gtm=n(i—i) (3). (5): 


On retrouve ainsi la formule du n° 71. 


c'est-à-dire 


444. Relations avec la théorie des fonctions analytiques. — Gonsi- 
dérons une fonction analytique développée en série de Taylor. Dans ce 
développement le coefficient de +” est une fonction numérique de n. 

Inversement, soit f (n)une fonction numérique de n. Le développement 


n= 


(9) G(x)= D f(n)e" 


n—=A1 


définit une certaine fonction analytique de æ (pour les valeurs de æ pour 
lesquelles cette série est convergente). 

La connaissance de la fonction analytique G(æx) entraîne celle de la 
fonction numérique f(n) et réciproquement. Les connaissances des deux 
fonctions sont donc équivalentes. 

Ceci peut être considéré comme une généralisation des idées de Kro- 
necker relatives aux polynômes (voir n° 248). 

Il faut remarquer que la fonction f (n) peut être telle que la série (9) 
ne soit convergente pour aucune valeur de x. On conçoit cependant qu'on 
puisse continuer à regarder la série comme un symbole représentant la 
fonction numérique. C’est une façon d'envisager l'introduction dans le 
calcul de séries divergentes. | 

Le développement de Taylor peut d’ailleurs être remplacé par un autre, 


: FC) 
par exemple par un développement de la forme 3 telique ceux 
n 
qu’on a considérés aux n°% 398 et suivants. 
445. À ce point de vue, les procédés d'intégration et de dérivation 
suivant tous les nombres ou suivant tous les diviseurs sont caractérisés 
par les formules suivantes. Soit f(x) une fonction numérique, F(7) son 


intégrale suivant tous les nombres, (7) son intégrale suivant tous les 
diviseurs. On a les formules 


n = œ@ P1}==100 n = © 


> fn) ær x DE = > Ar), 


n—A1 n=1 n=1 
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et 
AU) ( Pin) 
ns xD r=> ns 
= n=1 71 
ou 
HER -] 
DO n = 
2 | À 
(10) 2 ——— = D F(n)z , 
et 
ED VE) 
(1) (5) X ns D ee ns 
PL= n =} 


£(s) étant la fonction de Riemann, dont on a parlé au n° 399. 
Ces formules se démontrent en effectuant le produit indiqué au premier 


membre, et constatant que tous les termes de ce produit se retrouvent au 
second membre. 


Exemple. — La formule (11), en supposant f(n) égale à l'indicateur 
(nr) donne 
Ç o(7n) à LE ‘ns 
«9 Y Ts n.) 1) 
Gi ul 
d’où 
D pÜr) = Es —1). 
nil d CS) 
CA 


Plus généralement, en supposant f(n) égale à l'indicateur du pi" ordre 
p(72), on trouve : 


N'a) ee Es — pb)" 
E(s) 


= 


On obtient de la même facon la formule 


6 D EU “ 
m=A1 
d’où 
FL 0 u(n) : ds 
DRE) 


| 


446. Nous terminerons cette Note par la démonstration de la formule 
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curieuse due à Smith 


[Cr 1) CU ONE) 
(5, 1) 00,2) 672 72) 


= o(1)p(2)...p(n), 


(p, g) désignant le plus grand commun diviseur de p et g, et (nr) l'indi- 
cateur de 7. 
Cette formule n’est qu’un cas particulier de la suivante : 


D[(x;1)) PIC 2) EE 7 
(12) P[(2, 1)] PIC) P[(2, 7) = f(.f(2).:.f(n), 


P[(r,1)] P[(r,2)] ... æ[(n,2)] 


P(n) étant l'intégrale suivant les diviseurs de f(n). 

Pour démontrer cette formule, soient 1, d, ..., n les diviseurs de n. 
Remplaçons les éléments de la dernière colonne du déterminant par la 
somme obtenue en multipliant les éléments de la première colonne par 


n à n . n 
mn (2): ceux de la dif par «(5 ..., ceux de la n°°° par e(%) et 
i a 
ajoutant, tous les produits relatifs aux éléments d’une même ligne. 
Cette transformation ne change pas la valeur du déterminant, puisque le 


: n\ ne ne , : 
coefficient #(£) des éléments de la dernière colonne du déterminant est 
n 
égal à 1. 
Mais alors l’élément de la pi**® ligne de la dernière colonne devient 


a) e(%)elce +5) st 2144 (2) #lG no) 


Remplaçons dans cette somme ®[(p, d)] par D /(3); le signe Ÿ° s'éten- 
Ô 


dant à tous les diviseurs à de (p, d). Remarquons que ces nombres à sont 
diviseurs de (p, n). Nous obtenons ainsi une nouvelle somme. 

Dans cette somme, réunissons les termes en f (à), à étant un certain 
diviseur de (p, nr). Or pour que à soit un diviseur de (p, d) comme à est 
par hypothèse diviseur de p, il suffit qu’il le soit de d. Les nombres d tels 
que Ÿ soit diviseur de (p, d) sont donc les diviseurs de x qui sont mul- 
tiples de Ô. Ce sont donc les nombres de la forme 

HE OA 
à" étant un diviseur de S- 


Alors, si dans l’expression (13) on réunit les termes en (à), le coeffi- 
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cient est 


n 
De 2 F d 
= 


. : : a n 
le signe ù s'étendant à tous les diviseurs à’ de 5° 


Or cette somme est nulle, à moins que 


nm 
=" 
Ô 

ou 
ù 
0 — 7. 


Il ne peut donc rester qu’un terme dans la somme, le terme f(n). 

Mais ce terme n'existe que si l’un des nombres (p,n) est égal à n, 
c'est-à-dire que si p = n. 

En résumé, la somme (13) est nulle pour p < n, et elle est égale à f(n) 
pour p = n. 

Il résulte de là que le déterminant (12) devient par la transformation 
indiquée, égal à 


Pr 1) 0) EE 27) | C2) 
Si donc on appelle D, le déterminant en question, on a 
D;=f(n) Di; 
d’où, de proche en proche, 
D (0 AD 

4%7. Il existe un grand nombre d’autres formules, plus ou moins 
curieuses, sur les fonctions numériques. En voici par exemple une dont 
le lecteur trouvera facilement la démonstration : 


Soit f(n) une fonction numérique, g(n) sa dérivée suivant tous les 
nombres, et h(n) la dérivée de g(n) par rapport aux diviseurs. On a 


E(T)aG)+E(2) A(0)+..+ (5) 40) = fCR) 


Exemple. — Si h(n) est l'indicateur, on a 
TON Go) Ye nr Ir) 
DU ]® Mr RN 7 (07 NPC ET = }« = -——————— ° 
E(®) e()+E (2) e02)+...+E (5) ec) = 


Ce 23 
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NOTE I. 
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448. On sait le rôle que jouent en Algèbre les nombres imaginaires, 
c’est-à-dire les nombres de la forme a + bi (1 étant l’une des racines ima- 
ginaires de l’équation x?+1—o). On conçoit donc comment on a été 
amené (1) à considérer dans la théorie des nombres les entiers imagi- 
naires, c’est-à-dire les nombres de la forme a + bi, a et b étant entiers, 


positifs ou négatifs. 


449. On a 
(a+bi)+(a'+b'i)=a+a +(b+b')i, 
at+bi —(a'+bi)=a—a+(b— b):, 


(a+ bi)(a'+ b'i) = aa — bb + (ab'+ ba')r. 


Ainsi la somme, la différence, le produit de deux entiers imaginaires 
sont eux-mêmes des entiers imaginaires; et le même théorènre s'étend 
sans peine à la somme ou au produit de plus de deux nombres. 


450. Mais il n’en est plus de même, en général, du quotient de deux 
entiers imaginaires. 
Ona,-enetfet, 
a + bi aa'+ bb" ba'— ab'. 


= — fe 
a'+ b'i a+ b'? ad?+ 02, 


T 


Le quotient de a + bi par a'+ L'i n’est donc un entier que si les 
nombres entiers réels aa'+ bb" et b&' et ba'— ab' sont divisibles tous les 


deux par a°?+ b'?; sinon le quotient de deux entiers imaginaires est une 


fraction. 


451. La quantité a? + b? s'appelle la norme du nombre a + bi (c'est 
le carré de la quantité connue en Algèbre sous le nom de module). On 
voit sans peine que la norme d’un produit est égale au produit des 
normes des facteurs. 

Il en résulte que pour qu’un nombre soit divisible par un autre, il faut 
que la norme du premier soit divisible par la norme du second. Mais cette 
condition n’est pas suffisante. Les conditions nécessaires et suffisantes ont 
été données plus haut. 


(!) Gauss, Theoria residuorum biqguadraticorum. 


- 
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452. La définition de la norme s'étend aux nombres fractionnaires. Soit 
le nombre fractionnaire 
CAEN DU 
a D 
égal à 
aa + bb' DA aDE 
a'?+ b'? À ab F 


La norme de ce nombre est, par définition, la quantité 


aa + bb'\?  /ba'— ab'\? 
a+ b? 
a'?+ b'? 

D'une façon générale, la norme du quotient de deux nombres, entiers 
ou fractionnaires, est égale au produit des normes de ces nombres 


Elle est identiquement égale à 


453. Représentation géométrique des nombres imaginaires. — Le 
nombre a + bi se représente par le point dont les coordonnées rectangu- 
laires sont a et b. En particulier, les nombres entiers sont représentés par 
les sommets des carrés adjacents représentés dans la fig. 2. Ces carrés 


forment ce que nous appellerons un réseau carré, ayant OI comme base. 


Si A est le point qui représente un certain nombre, ce nombre s'appelle 
2 


l'affire de A. La norme est égale à OA 


434. Pour additionner deux nombres qui sont les affixes de deux points 
A et B, il suffit de construire un contour polygonal OAC dont le premier 


+ 
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côté soit OA, et dont le second AC soit égal, parallèle à OB et de même 
sens. Le point C est l’affixe de la somme cherchée. 
Il résulte de là que si A et G sont les affixes de deux nombres, AC repré- 


sente la norme de la différence entre ces deux nombres. 
La règle qu’on vient de donner pour trouver la somme de deux nombres 


s'étend sans peine à un nombre quelconque de nombres. 


435. Nombres conjugués. — Les nombres a + bret a — bi sont dits con- 
Jjugués. Les points À, A'(/fig.2), qui représentent deux nombres conjugués, 
sont symétriques par rapport à l’axe Ox. Les normes de deux nombres 
conjugués sont égales entre elles, et égales au produit de ces nombres. 

La somme de deux nombres conjugués est réelle. 


456. Quotient et reste de la division de deux nombres entiers. — 
Soient a + bi, c + di deux nombres entiers. Le quotient exact de a + bi 
par c + di n’est pas en général un nombre entier. Mais on peut, par ana- 
logie avec ce que l’on connaît sur les nombres réels, chercher un nombre 
qg + ri appelé quotient, et un nombre s + #i appelé reste, tels que 


(1) a+bi=(c+di)(q +ri)+(s+ ti), 


et tels de plus que la norme de s+ ti soit plus petite que la norme 
de c + du. 
Or l'équation (1) peut s’écrire 


D’après les conditions du problème, la norme du nombre fractionnaire 


SET E E, E : £ 
doit être plus petite que r. La question revient donc à la suivante : 


c + di 
z ‘ ; a+ 0Ût 

Etant donné un nombre fractionnaire ———, trouver un nombre 

c 


+ di 


; ; er a + bi eue 
entier q + ri, tel que la différence di —(q + ri) ait une norme 
c + di 


plus petite que 1. 


Or 


a + bi à ac + bd be — ad : 
+ ( —r)à 


c + di mn c?+ d? c2+ d? 


Il faut donc déterminer g et r, de façon que 


, (EL j (LES 2 
(2) .  —q) = : de 


c?+ d? c2+ d? 


Il suffit pour cela de prendre pour g la valeur, à moins d’une demi-unité 


nus CRE bd k 
près, du nombre ip” *tpourr, la valeur, à moins d’une demi-unité 
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près, du nombre ue 


er Dans ces conditions l’expression (2) a une 


ARR E ; ane HP ed 
valeur inférieure ou au plus égale à (à + (2) » c’est-à-dire à —; et, 
2 2 2 


par conséquent inférieure à 1. 
On voit d’ailleurs qu’il peut y avoir jusqu’à trois autres systèmes de 
valeurs de g et de r répondant à la question. 


LT TRE : : : bi 
487. Géométriquement : Soit M le point qui représente 2° ( fe 3): 
q point quire] Pr 
il faut prendre pour q + ré une valeur entière dont le point représentatif, 


A, soit à une distance de M plus petite que r. Les seuls points pouvant 


répondre à la question sont les sommets du carré dans lequel se trouve le 
point M. Suivant la position du point M, il peut y avoir deux, trois ou 

quatre de ces sommets qui conviennent. 
A moins d'avertissement contraire, on prendra pour quotient g + ré, 
celui dont il a été parlé plus haut, et qui est déterminé en général, excepté 
ac+ bd bc— ad 


ou tous les deux, sont de 
+” c+æ? : 


quand l’un des deux nombres 


I : ne» ; 
la forme (a+ :) > h étant un entier. Ce quotient est laffixe du sommet 
2 


du carré qui est le plus voisin de M. 


458. Des unités. — On dit qu'un nombre est une unité lorsqu'il divise 
tous les nombres entiers. 

Dans la théorie des nombres entiers réels positifs il y a une seule unité, 
le nombre 1. 

Dans la théorie des nombres entiers, positifs ou négatifs, il y a deux 
unités, les nombres +1 et —1. 

Dans la théorie des nombres entiers imaginaires, pour qu’un nombre 
p + qi soit une unité, il faut, d’après ce qu’on a dit au n° 451, que sa 
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norme p?+ g? divise tous les entiers réels positifs : il faut donc qu’elle 
soit égale à 1. , 

Il faut, pour cela, que l’un des deux nombres p, g soit nul, et l’autre 
égal à +1. I ne peut donc y avoir que quatre unités, à savoir 


HI, —1, + —Àÿ 
D'ailleurs les identités 


a+bi—=(a+bi)r, 
a+bi=(—a—bi)(—:1), 
a + bi = (b— ai)r, 
a+bi—(—b+ai)(—1) 


montrent qu’effectivement tout nombre a + b£ est divisible par les nom- 
bres 1, —1, +, — &. Ges derniers sont donc des unités. 


439. Il résulte aussi de ce qui précède que, au point de vue de la divi- 
sibilité, les quatre nombres a + bi, — a — bi, b — ai, — b + ai ne sont 
pas distincts. 

Tout diviseur de l’un de ces quatre nombres est aussi diviseur des trois 
autres. De même, tout multiple de l’un de ces quatre nombres est aussi 
multiple des trois autres. Nous appellerons ces quatre nombres, assocrés. 

Ces quatre nombres sont représentés par quatre points À, A;, A, A3, 
sommets d’un carré de centre O ( Jig. 2). 


460. En particulier, il existe toujours un de ces nombres situés dans le 
domaine limité par les bissectrices OD, OD' des angles +0 y et x0 y", 
OD’ comprise, OD non comprise ( fig. 2). 

Autrement dit, il existe un de ces nombres dont la partie réelle est plus 
grande en valeur absolue que la partie imaginaire, ou au plus égale lorsque 
la partie imaginaire est négative. 

Les nombres de ce domaine DOD' sont deux à deux imaginaires conju- 
gués, excepté ceux dont les affixes sont situés sur la droite OD', c’est- 
à-dire ceux de la forme & — ar. 


461. Remarque. — Si un nombre a + b£ est divisible par un nombre 
c + di, le nombre a — bi est divisible par ce — di. 

En particulier, si un nombre réel a est divisible par un nombre imagi- 
naire © + di, il est aussi divisible par € — di. 


462. Représentation géométrique des multiples d’un nombre. — 
Soit un nombre a + b: dont l’affixe est A (ig. 4). 

I est d’abord facile de trouver les affixes des nombres de la forme 
m(a+ bi), m étant un entier réel. Ce sont les points situés sur la 


droite OA à des distances les uns des autres égales à OA, l’un de ces 
points étant O. 
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Considérons maintenant le nombre {(@ + bi): il a pour affixe le point D 
ARS 

(OD = OA et AOD — 1 dr.). Les nombres de la forme pi(a+ bi), p étant 


un entier réel, ont donc pour affixes les points situés sur OD, à des 
distances les uns des autres égales à OD, l’un de ces points étant O. 


L4 AS 
Fig. 4. 
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Soit alors (m + pt)(a + bi) un multiple quelconque de a + br. 
On a 
(m+pi)(a+ bi) = m(a+ bi) + pi(a + br). 

On a donc l’affixe M du nombre (m + pi)(a+ bi) en prenant l’af- 
fixe B’ du nombre m(a + bi), l’affixe G du nombre pi(a + bi), et ache- 
vant le rectangle GOB'M. 

Il en résulte que les multiples de a + bi ont pour affixes les sommets 
d’un réseau carré construit sur OA comme base (réseau dessiné en trait 
plein dans la fig. 4). 


463. Plus grand commun diviseur. — La possibilité, étant donnés 
deux nombres a + bi, c + di, d'en trouver deux autres q + ri, s + tr 
satisfaisant aux conditions 

at+bi=(c+di)(g+ri)+s+uti, 
s?+ 42 € c2+ d, 
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permet de constituer un algorithme du plus grand commun diviseur iden- 
tique à celui des nombres entiers réels. 
Exemple. — Soient les deux nombres 67 — 69£ et 64 — = Goi. 


I 4 +3 à LE 
67 — 69: | 64 — Gor | 3 —19c | —5+7i 


3 roro 0 | 


Leur plus grand commun diviseur est — 5 + 74. 
Tous les théorèmes démontrés dans les n°° 28 à 32 subsistent pour les 
nombres entiers imaginaires. 


464. Nombres premiers. — Un nombre premier est un nombre qui n’est 
divisible que par les quatre unités, ou par lui-même, ou par ses associés 
(n° 459). 

Comme quatre nombres associés ne sont pas considérés comme distincts 
au point de vue de la divisibilité, nous pourrons ne considérer que des 
nombres premiers du domaine DOD' (n° 460). On voit facilement que : 


Tout nombre est décomposable en un produit de facteurs premiers 
multiplié par une unité. 


De plus, la décomposition n’est possible que d’une seule manière, à con- 
dition de n’employer que des nombres premiers du domaine DOD”. 

En effet, dans cette hypothèse, comme il n’y a pas de nombres pre- 
miers associés, un nombre premier ne peut en diviser un autre sans lui 
être identique. Le raisonnement fait au n° 34, pour la décomposition en 
facteurs premiers des nombres réels, subsiste donc absolument. 

Ces nombres premiers du domaine DOD’ sont deux à deux imaginaires 
conjugués, excepté le nombre 1—7, dont l’affixe est situé sur OD'(n° 460). 


465. I] n’est pas difficile de déduire les nombres premiers imaginaires 
des nombres premiers réels. Voyons d’abord si les nombres premiers, 
parmi les nombres réels, sont encore premiers parmi les nombres imagi- 
naires. 

Je dis que la condition suffisante et nécessaire pour qu'un nombre p, 
premier parmi les nombres réels, ne soit plus premier parmi Les 


nombres imaginaires, est que ce nombre soit décomposable en une 
somme de deux carrés. 


La condition est suffisante, car si l’on a 
p = a+ b?, 
on en déduit 

p=(a+bi)(a— bi). 


Donc p n’est pas premier parmi les nombres imaginaires. 
La condition est nécessaire : en effet, si p n’est pas premier, il est dé- 
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composable en facteurs premiers nécessairement imaginaires; d’ailleurs, 
d’après ce qu'on à dit au n° 461, s’il y a dans la décomposition de p un 
nombre imaginaire @ + bi, différent de 1— x, il y a nécessairement le 
conjugué & — bi. Le nombre p ne peut d’ailleurs contenir d’autre facteur 
premier que a + bi et a — bi, car s’il en contenait un autre c + dé, p se- 
rait divisible par les nombres & + bi, ce + di, (a + bi)(e + di). Done la 
norme de p, c’est-à-dire p?, serait divisible par les normes de ces trois 
nombres, c'est-à-dire par @?+ b?, c2+ 42, (a?+ b2)(c2+ d?), ce qui ne 
peut être, car p, étant premier parmi les nombres réels, le nombre p? 
_n’admet que deux facteurs réels différents de 1, à savoir p et p?. 
On a donc 
p=(a+tbi)(a— bi) = a2+ b?. 


Si p admet le facteur premier 1 — x, le théorème est encore vrai, car p 
étant divisible par 1 — x est aussi divisible par 1+ à qui égale (1—t)£, et 
l'on voit, comme à l'instant, que 


pP=(G+i)(i—-i)=iit—i}=o —=12+ 72. 


466. Conclusion. — On sait (n° 371) que les nombres premiers décom- 
posables en une somme de deux carrés sont les nombres premiers de la 
forme 4 À + 1 et le nombre 2. On a donc le résultat suivant : 


Les nombres premiers réels de la forme 4 h—1 sont premiers parmi 
les nombres imaginaires. Les nombres premiers réels de la forme 
4h—+1 et le nombre 2 ne sont pas premiers parmi les nombres imagi- 


naires, ils se décomposent en un produit de deux facteurs premiers, 
imaginaires CONJUÇUÉS. 


Exemple : 
13 — 22+ 32— (3 + 2:)(3 — 21). 


467. En traitant la question posée au n° 465, nous avons trouvé des 
nombres premiers imaginaires; nous venons, en effet, de voir que, p étant 
un nombre premier réel décomposahle en une somme de deux carrés 
a? + b?, admet les deux facteurs a + bi, a — bi, mais ne peut en admettre 
d’autres : les nombres a + bi et a — bi sont donc premiers. 

Je dis qu’il n’y a pas d'autre nombre premier imaginaire. 

En effet, soit & + bi un nombre premier imaginaire; & — bi l’est aussi; 
et il faut démontrer que a?+ b? est un nombre premier parmi les nombres 
réels. En effet, si a? b? n’était pas premier parmi les nombres réels, il 
aurait un facteur premier réel €, et l’on aurait 


a + b2= cd 
ou 


(6) (a+ bi)(a— bi) = cd. 


Mais cette égalité est impossible, car, si c et d étaient premiers parmi 
les nombres imaginaires, les deux membres de l'égalité (3) se décompo- 
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seraient différemment en facteurs premiers, et si c et d n'étaient pas pre- 
miers parmi les nombres imaginaires, le second membre de l'égalité (3) 
se décomposerait en un produit de plus de deux facteurs premiers, et le 
premier en deux seulement. 

En résumé, les nombres premiers imaginaires sont : 

1° Les nombres premiers réels de la forme 4h — 1; 

> Les nombres de la forme a + bi, a? + b? étant un nombre premier 
réel. 


468. Rema que. — Dans le raisonnement précédent, nous nous sommes 
(au n° 466) appuyés sur la théorie de la décomposition des nombres pre- 
miers en somme de deux carrés, c’est-à-dire sur la théorie des formes 
quadratiques. Il est intéressant de remarquer que l’on peut se passer de 
cette théorie, démontrer sans y faire appel les résultats du n° 466, et en 
déduire le théorème de Fermat du n° 371. 

En effet, nous avons démontré au n° 465 que la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un nombre p, premier parmi les nombres réels, 
ne le soit pas parmi les nombres imaginaires, est que ce nombre soit 
décomposable en ure somme de deux carrés. 

Or, comme une somme de deux carrés ne peut être que de l’une des 
formes 4h, 4h +1, 4h + 9, il en résulte immédiatement le premier résul- 
tat du n° 466, à savoir : les nombres premiers réels de la forme 4h —1 
sont premiers parmi les nombres imaginaires. 

Pour le nombre 2, il est égal à 12+- 1? 

Enfin, pour les nombres premiers réels de la forme 4h +1, si nous dé- 
montrons autrement que nous ne l’avons fait qu’ils ne sont pas premiers 
parmi les nombres imaginaires, il en résultera qu’ils sont décomposables 
en une somme de deux carrés, c’est-à-dire le théorème du n° 371. 

Soit p un nombre premier de la forme 4 4 + 1; considérons la congruence 


(4) æP1—1=0o (mod p). 


Cette congruence admet les p—1 solutions 1,2,...,p —1; mais elle 
admet aussi la solution æ = £. Or, on démontre, comme dans la théorie 
des nombres entiers réels, qu'une congruence à module premier ne peut 
avoir plus de solutions qu’elle n’a d'unités dans son degré. La con- 
gruence (4) étant de degré p —1 et ayant plus de p — 1 solutions, c’est 
que le module p n’est pas premier. 


469. Système complet de restes incongrus par rapport à un module 
a + bi. — La définition est la même que pour les modules réels. On ap- 
pelle système complet de restes incongrus par rapport à un module 
a + bi, un système de nombres tels qu'il y en ait un et un seul congru 
(mod a + bi) à un nombre quelconque. 

Gherchons à constituer un tel système et à compter le nombre de nombres 
qui y sont contenus. 

Nous avons vu (n° 462) que les multiples d'un nombre @& + bi sont les 
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affixes des sommets d’un réseau carré Q construit sur OA comme base, À 
étant l’affixe de a + bi. Construisons un autre réseau carré Q' formé de 
carrés et dont les côtés soient égaux et parallèles à ceux des précédents. 
(Le réseau Q' est représenté en pointillé sur la fig. 4.) Soient P et P’ 
deux points situés de la même façon dans deux des carrés (G) et (C'), du 
réseau Q” c’est-à-dire deux points qui viendraient à coïncider, si l’on trans- 
portait le carré (GC) parallèlement à lui-même sur le carré (C'). Il est bien 
évident que le segment de droite PP’ est égal et parallèle au segment 
joignant l’origine à un certain sommet E du premier réseau. Donc la 
différence des affixes des points P et P'est un multiple de « + bi. Ces deux 
affixes sont donc congrues (mod a + bi). 

D’autre part, si l’on prend deux points dans un même carré du réseau Q", 
la droite qui les joint ne peut être égale et parallèle à un segment de 
droite joignant l'origine à un point du réseau Q. Les affixes de ces 
points ne peuvent donc être congrus (mod a + bi). 

Il y a exception pour deux points qui seraient situés sur le périmètre 
d’un carré du réseau Q’ aux deux extrémités d’une parallèle à un côté, ou 
pour deux sommets de ce carré. 

Il résulte de là que si l’on construit un carré (C) sur une base pirallèle 
et égale à OA et que l’on considère le domaine formé par l’intérieur de 
ce carré, deux côtés consécutifs de carré, et le sommet intermédiaire 
il existe dans ce domaine un point dont l’affixe est congru [mod (a+ bt)| 
à un nombre quelconque et il n’en existe qu’un. Les affixes des points 
situés dans ce domaine forment donc le système complet cherché. 


470. Quant au nombre de ces points il s’évalue de la façon suivante : 

Considérons le carré (G), et le réseau formé par les points qui repré- 
sentent tous les nombres entiers. Supposons, pour simplifier, qu'aucun de 
ces points ne se trouve sur le périmètre du carré (C); ce qui est toujours 
possible, puisque le carré (C) peut être déplacé parallèlement à lui-même. 
Il faut alors compter combien il y a de ces points à l’intérieur du carré (C). 
Or on peut dire que le carré (G) est décomposé en carrés de côté 1, en 
convenant que lorsqu'un carré de côté égal à r est incomplet, on complète 
la portion de ce carré limitée par un côté du carré (G), avec la portion d’un 
autre carré limitée par le côté opposé. 

Dans ces conditions, chacun des points dont on veut compter le nombre 
est un sommet appartenant à quatre carrés de côté égal à 1, et d’autre 
part chaque carré de côté égal à 1 à quatre sommets; donc il y a autant 
de ces points que le carré (C) contient de carrés de côté égal à 1. Or 


2 . . 9 9 
la surface du carré (C) est égale à OA ou à a?+ b2. Donc il contient a? + b? 
carrés de côté égal à 1. C’est le nombre cherché. Ilest égal à la norme 
de a + bi. ; 


ATL. Indicateur. — Parmi ces nombres, combien il y en a-t-il qui soient 
premiers à @ + bi? 
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Soient p + qi, p'+ g'i,.…. les facteurs premiers de a + bi (certains de 
ces facteurs pouvant être réels). - 

Le nombre cherché est le nombre des points qui resteront dans le 
carré (C) après qu’on aura effacé, les points qui ont comme affixes des : 
multiples de p+ qi, puis ceux qui ont comme affixes des multiples 
de p'+ g'i, et ainsi de suite. : 

Or les points qui ont comme affixes des multiples de p + gt sont les 
sommets de carrés de surface égalé à p?+ q?. On voit donc, par un rai- 
sonnement analogue à celui qu’on a fait plus haut, que dans le carré (G) 


a? b2 A J 2 Q Il , G 
lya ——— de ces points. Quand on les a effacés, il reste dans le carré (CG), 
APP 


ou 
(a?+ b?) (- ae =) points. 


Le raisonnement se poursuit comme au n° 71, et l’on trouve 


Car + 6) (1— _. :) (à = :).. 
Pass Rss 4e 


pour le nombre cherché. 
Nous poserons ce nombre égal à L(a + br). 


Dans le cas où le nombre «& + bi est premier, le nombre précédent se 
réduit à 


a?+ b2— 7. 


472. THÉORÈMES DE FERMAT ET D'EuLER. — La généralisation des 
théorèmes de Fermat et d’Euler aux nombres imaginaires est immédiate. 
Soit a + biun nombre quelconque et c + di un nombre premier avec 
lui, l’expression 

(ee di )Yta+bi) de: 
est divisible par a + bi. 


Lorsque a + bi est premier, ce théorème devient le suivant : 


Soit a+ bi un nombre premier, et c + di un nombre non divisible 
par a + bi, l’expression 


(ec + dijéi=12 x 
est divisible par a + bi. 


473. THÉORÈME DE WILSON. — à + bi étant un nombre premier, le 
produit des a+ b?—1 nombres non divisibles par a+ bi contenus 
dans le carré (CG), augmenté de 1, est divisible par a + bi. 

Ges théorèmes se démontrent comme les théorèmes analogues sur les 
nombres entiers réels. 


Nous arrêterons ici la théorie des entiers imaginaires de la forme a + br. 
Le lecteur pourra chercher à étendre à ces nombres certains résultats de 
la théorie des congruences et des restes quadratiques. 
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414. Application à la résolution des congruences. — Comme nous 
lPavons vu au n° 131, si l’on se borne aux entiers réels, une congruence de 
degré r peut avoir moins de 7 racines. Ce résultat est complètement ana- 
logue à celui de l’Algèbre, car une équation à coefficients réels de degré r 
peut avoir moins de 7 racines réelles. 

Mais l'introduction, en Algèbre, des nombres imaginaires de la forme 
a + bi permet d’énoncer le théorème suivant: Une équation de degré r 
a r racines. 

Il n’en est pas de même pour les congruences. L'introduction des 
nombres entiers imaginaires de la forme a + bi permet, ilest vrai, d’attri- 
buer des racines à des congruences qui n’en ont pas dans le domaine des 
entiers réels, mais ne suffit pas pour qu’une congruence de degré 7 ait 
toujours 7 racines. 


Exemple. — Soit la congruence 
(5) a?= «à (mod p), 


a étant un non-reste de p. 

Cette congruence n’a pas de racine réelle. 

Je suppose d’abord que p soit de la forme 4h+3, le nombre — 1 est un 
non-reste de p. Il en résulte que le nombre — & est un reste. 

Soient alors &æ et — a les solutions de la congruence 3?=— a (mod p); la 
congruence (5) admet les racines imaginaires + ai et — ac. 

Mais supposons maintenant que p soit un nombre premier de la forme 
4h +1; a étant encore un non-reste de p. 

Dans ces conditions, le nombre — & est également un non-reste, et la 
congruence n’a aucune racine. Supposons, en effet, qu’elle en ait une 
m + qi. On aurait 

(m+qi)}=a (mod p) 
ou 
m'— q+2mqi=a (mod p). 
Ceci exige que 
Mg —= a 


: (mod p). 


2mnçq 


Il 


La seconde condition donne m=—=0 ou g =0. Mais si m=0, la pre- 
mière condition donne 


(6) g?=—a (mod p), 
si g = 0, la première condition donne 
(7) m?= «à (mod p). 


Or les congruences (6) ou (7) sont impossibles, puisque ni a, ni — a 
ne sont restes du nombre p. 


475. On est alors conduit à introduire d’autres entiers que ceux de la 
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forme & + bi. D'une façon générale, soit 
f(æ)=0 


une équation irréductible de degré m. Elle définit » nombres algébriques 
réels où imaginaires, les nombres réels n'étant autres que ceux définis 
au n° 240. 

Si le premier coefficient de f(æ) est égal à 1, ces nombres algébriques 
sont dits entiers. 

Il est facile de voir que à étant un nombre algébrique entier, il en est 
de même de a + ba, a et b étant des entiers réels. 

Mais la théorie de ces entiers ne peut pas, en général, se faire aussi 
simplement que celle des entiers imaginaires de la forme a + bi. En par- 
ticulier, l'algorithme du plus grand commun diviseur et ses conséquences, 
par exemple le théorème qu’un nombre n’est décomposable que d’une 
seule façon en facteurs premiers, ne s'appliquent pas immédiatement. 


Exemple. — Soit un nombre x — iÿ5 défini par la condition 
GA 5 — 0: 
On à 


5.5 = (1+ aiv5)(1— 255), 


et cependant il est facile de constater que les nombres 3, 7, 1+ 265 
et 1— 255 sont premiers, c’est-à-dire n’admettent aucun facteur de la 
forme a + biÿ5, diffèrent d'eux-mêmes ou d'eux-mêmes changés de signe 


où de H1. On a donc ainsi deux produits de facteurs premiers qui sont 
égaux sans être identiques. 


416. Si l’on se borne aux nombres entiers quadratiques imaginaires, 
c'est-à-dire à ceux définis par une équation du second degré 


TE SENNR SE Gh = 0: 


où 4g — p? est positif, on démontre les résultats suivants : 

Pour que ces nombres donnent naissance à un algorithme analogue à celui 
de la division et, par suite, à l’algorithme du plus grand commun diviseur, 
il faut et il suffit que la quantité 4 g — p? soit plus petite que 12. 

On peut d’ailleurs, par une transformation simple, supposer p égal à o 
ou 1, de sorte que les nombres qui satisfont à la condition précédente sont 
donnés par l’une des équations 


THIZ=O0, 2+2—=0, L'ETHIO0, ZT 2—0, Tr +7 3—0. 


Soient à et $ les deux racines d’une de ces équations æ?+ pæ + GI=I0: 
) x 
L'ensemble des nombres a + ba, où & et b parcourent toutes les valeurs 
entières réelles possibles, est identique à celui des nombres a + b£. 
Les deux nombres a+ ba et a + bB sont dits conjugués. 


SUR LES NOMBRES ENTIERS IMAGINAIRES. 307 


La norme du nombre @ + ba est le nombre a?— p ab + qb?. 
Une unité est un nombre dont la norme est égale à 1. 
Pour les nombres définis par les équations 


T+92—=0O, T+r+2—=0, L+T+3—Oo, 


il y a deux unités. 
Pour les nombres définis par l'équation 


LE — 0; 
il y en a quatre. 
Pour les nombres définis par l'équation 
\ 


L+HT+IZ= OO, 
il y en a six. 
Le lecteur pourra poursuivre la théorie de ces nombres entiers complè- 
tement analogue à celle des nombres entiers de la forme & + bz. 


AT. Pour ce qui est des nombres algébriques en général, nous avons 
dit que les lois fondamentales de la divisibilité et de la décomposition en 
facteurs premiers des nombres réels ne s’y appliquaient pas immédiatement. 

Cependant, Kummer est parvenu à leur appliquer ces lois, et à rendre, 
par conséquent, leur théorie analogue à celle des entiers réels, par l’intro- 
duction de nouveaux nombres dits idéaux; mais nous n’entrerons pas 
dans la théorie de ces nombres (1). 


(*) DEDEkIND, Sur la théorie des nombres entiers algébriques (Bulletin des 
Sciences mathématiques, 1° série, t. XI, et 2° série, t. I), et Supplément XI 
aux Vorlesungen über Zahlentheorie de Lejeune-Dirichlet, 4° édition; Braun- 
schweig, 1894. 


—— ç —— 


TABLES. 


Ces quatre Tables sont extraites de la Théorie des congruences 
de TchebyschefT. 


La disposition des Tables 1, IL et IV n’a besoin d’aucune 
explication. 


Dans la Table Il, à chaque nombre premier correspondent 
deux petites Tables, la première marquée | donnant l'indice d’un 
nombre connaissant ce nombre, la seconde marquée N donnant 
le nombre connaissant l'indice. Leur disposition est analogue à 
celle des Tables de logarithmes. 


à 
© 
= 
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TABLE I. 


Table des nombres premiers de 1 à 10000. 


53 


IOI 
103 
107 


109 
119 


127 
191 
197 
139 
119 
151 
LD) 
1063 
167 
173 


419 
427 
43 
433 
439 
TE 
419 
457 
467 
463 


467 
479 
487 
Ag1 
499 
503 
509 
521 


523 


667 
673 
677 
683 
6gr 


701 
709 
719 
727 
733 


739 
743 
751 
797 
767 


769 
773 
787 
797 
809 


SII 
821 
823 
827 
829 
839 
853 
857 
859 
863 
877 
SS1 
883 
887 
907 


947 
993 
967 
971 
977 
983 
991 
997 
1009 
1013 


1019 
1021 
TOI 
1033 
1039 


1049 
10T 
1061 
1063 
1069 


1087 
1091 
1093 
1007 
1103 


1109 
LH 
1123 
1129 
11D1 


1153 
1163 
172 
TISI 


1187 


1193 
1201 
1213 


1229 
1231 
1237 


1249 
1259 


1277 
1279 
1283 
1289 
1291 


1297 
1301 


1309 
1307 
1319 


1321 
1327 
1301 
1367 
1373 


1381 
1399 
1409 
1423 
1427 
1429 
1433 
1439 
1447 
1457 
1453 
1/59 
1471 
1487 
1483 


1487 
1/89 
1493 
1499 
1571 
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TABLE I. 


Table des nombres premiers de 1 à 10000 (suite). 


1823 2131 2437 2749 3083 3433 3793 
1831 2137 244 2793 3089 3449 3739 
1847 214t 2447 2707 3109 3457 3761 
1867 2143 2459 2777 3119 3467 3767 
1867 2153 2167 2789 3121 3463 3709 
1871 2161 2473 2701 9197 3467 3779 
1873 2179 2477 2797 3163 3409 3793 
1877 2203 2503 2801 3167 3497 3797 
1879 2207 2521 2803 3169 3/99 3803 
| 1889 2213 2531 2819 3181 3977 3821 
| 1901 2991 2539 2833 3187 FonS) 3823 
| 1907 2237 2543 2837 3191 3927 4833 
| 1913 2239 25/9 2843 3203 3929 38/7 
|  rgàr 2243 2551 2851 3209 3533 3857 
1933 2951 2557 2857 3217 3539 3853 
1949 2267 2579 2867 3221 354x 3863 
1951 2269 2297 2879 3229 3547 3877 
| 1973 2273 2503 2887 3297 3557 3887 
1979 2281 3609 2897 3293 3559 3889 
| 1987 2287 2617 2903 3257 3571 3907 
| 1993 2293 2621 2909 3229 3581 Sg1r 
| 1997 2297 2633 2917 3271 3583 3917 
| 1999 2309 2647 2927 3299 3593 3919 
| 2003 2311 2657 2939 3307 3007 3923 
| 2011 2333 2659 2953 3307 3613 3929 
| 2017 2339 2663 2997 3313 3617 3931 
2027 2341 2671 2963 3319 3623 3943 
2029 2347 2677 2969 3323 3037 3947 
2039 2357 2683 2977 3329 3637 3967 
2053 2357 2687 2999 3337 30643 3989 
2063 2371 2689 3007 3343 3659 hoor 
2069 2377 2693 3or1 3347 3671 4003 
2081 2381 2699 3019 3359 3673 4005 
2083 2383 2707 3023 3367 3677 Lo13 
2087 2389 2911 3037 3371 3691 {org 
| 2089 2393 2719 3041 3373 3697 {or 
2099 2399 2719 3049 3389 3701 4027 
2111 2411 2720 AOÛ 3391 3709 4049 
TE 2419 2731 3007 3407 3719 foot 
2129 2423 2741 3079 3413 3727 4057 
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Table des nombres premiers de 1 à 10000 (suite). 


or | 4759 5099 5449 : 5807 
4423 4783 Sutr 547x 5807 
AU 4787 5107 5477 5813 
4447 4789 jure) 5479 5827 
4451 4793 5119 5483 5827 
4457 4799 5147 5501 5839 
4463 4Sor 5153 5503 5843 
4487 4813 5167 5507 3849 
4483 4817 5177 5519 5851 
4493 4837 5179 5527 5857 
4507 4867 5189 5527 5867 
4513 487x 5197 5531 5867 
4517 4877 5209 5357 5869 
4519 4889 5227 5563 3879 
4523 4903 5231 5569 5881 
6547 | gp | 5:33 | 5513 | 580 
4549 4919 5237 5981 5903 
4561 4931 5267 5597 5923 
4567 4933 527 5623 5927 
4583 4937 5279 5639 5939 
4591 4943 5287 5641 5953 
4597 4951 9297 5647 5981 
4603 4957 3303 5651 5987 
4G62r 4967 5309 5633 6007 
4637 4969 5323 5657 Gorr 
4639 L973 5333 5659 6029 
4643 4987 5347 5669 6037 
4649 4993 5351 5683 6043 
4651 4999 5381 5689 6047 
4657 5003 5387 5693 6053 
4663 5009 5393 57ox Go67 
4673 5ort 5399 5711 6073 
4679 3021 5107 5717 6079 
4691 Oo! 5023 5413 5737 6089 
4703 5039 54x79 574 | 6091 
42x 5odt 5419 5743 Grox 
4723 1000 NAN 5749 | 6113 
4729 5077 5437 5779 | ‘Gr 
4733 5081 5441 5783 Gr3r 
5x 5087 5443 5797 6133 
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TABLE I. 


Table des nombres premiers de 1 à 10000 (suite ). 


6S4x 721x 507 7927 8293 
6857 VER 7977 7933 8297 
6863 7219 7583 7937 8317 
6869 7229 7289 7949 8317 
687r 7297 7991 7921 8329 
6883 7243 7603 7963 8353 
689g 7247 7607 7993 8363 
6907 7253 7627 8009 8369 
Ggrr 7283 7639 Sorr 8397 
Gor7 7297 7643 8017 8387 
6947 : 7307 7649 8039 8389 
6949 7309 7669 8053 |. 84r9 
6959 7321 7673 8059 8423 
6967 7331 7681 8069 8429 
6667 7332 7687 8087 8437 
6971 | 7549 7691 8087 8443 
6977 7351 7099 8089 8447 
6983 | 7369 7703 8093 8467 
6gg1r | 7395 7717 8101 8467 
6997 |  J4xr 7723 Sri 8501 
7007 7417 7927 8117 8513 
7o13 | 7433 7747 8123 8521 
7019 745% 7793 8147 8527 
7027 7457 7757 8161 8537 
7039 7459 7759 8167 8539 
7043 7477 7789 8171 8543 
7097 7482 7798 8179 8563 
7069 7487 7817 SI91 8573 
7079 7489 7823 8209 8581 
7103 | 7499 7829 8219 8597 
7109 7507 7841 8221 8599 
7121 7517 7853 8237 8609 
7127 7523 7867 8233 8623 
7129 7529 7873 8237 8627 
7151 7937 7877 8243 8629 
7159 7541 7879 8263 864r 
TT 7947 7883 8269 8647 
7187 7549 7901 8273 8663 
7193 7559 7907 8287 8669 
7207 7561 7919 8291 8677 


8687 
8689 
8693 
8699 
8707 
8713 
8719 
8737 
8737 
8741 


8747 
8753 
8767 
8779 
8783 
8803 
8807 
8819 
882t 
8837 


8837 
8839 
8849 
8867 
8863 


8867 
8887 
8893 
8923 
8929 
8933 
8941 
89br 
8963 
8969 


8971 
8999 
90017 
9007 
goïr 
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Table des nombres premiers de r à 10000 (suite). 


TABLE I. 


TABLE I. 


9013 
9020 
goft 
9043 
9049 


9059 
9067 
9091 
9103 
9109 
9127 
9133 
9137 
91x 
9197 
9167 
9173 
9187 
9187 
9199 


9203 
9209 
9221 
9227 
9239 


9241 
9297 
CV) 
9281 
9283 


9293 
9311 
9319 
9323 
9337 


9341 
9343 
9349 
9371 
9377 


9391 
9397 


9539 
9947 
991 
9987 
9607 


9613 
9619 
9623 
9629 
9637 


9643 
9649 
9661 
9677 
9679 


9689 
9697 
9719 
9721 
9733 


9739 
9743 
9749 
9767 
9769 


9787 
9787 
9797 
9803 
9811 


9817 
9829 
9833 
9539 
9851 


9857 
9859 
987: 
9883 
9887 


9901 
9907 
9923 
9929 
9931 


9941 
9949 
9967 
9973 
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TABLE Il. 


Table des racines primitives et des indices pour les nombres premiers de 1 à 200. 


Nombre premier 3. — RAGINE PRIMITIVE 2. — Base 2. 


Ik N. 
its | 0 | I | 
| I 2 
Nombre premier 5. — RACINES PRIMITIVES 2, 5. — Base 2 
I N. 
NE DE En SE LRO | TRES 
CMOS | LEURS 
Nombre premier 7. — RACINES PRIMITIVES 3, 5. — Pase 5. 
I N. 
Na ler ES A A ES LE 1 Mon er IL SEA 
| LE M0 es A ECS | Ne IRON NES) ED 
Nombre premier 41. — RAGINES PRIMITIVES ?, 6, 7, 8. — Base ?. 
I. ë 
INcl3/41516/718)0l10 D |ol:|213141516/7/8/0 
ll En nn | le ons Da en en nl Le 
| SE RG EE IE 1| 2] 4] 8] 5/10| 9] 7! 3] 6 
Nombre premier 13. — RAGINES PRIMITIVES ?, 6, 1, 11. — Base G. 
N. 


I N, 
N.lofrl2}3l41516)5)18)0 L|ol:l213l4[516/7)18l0 
ol1o|11| 4] 7] 5| ol14| 6 10/15/14] 41 6 9! 516! - 
É 1/13|15/12 3| 418 x À 2| 3l13lr1| 8lr2 | 
Nombre premier 19. — Racines PRIMITIVES 2, 3, 10, 13, 14, 15. — Base 10. 


N. 


11213141516|7|8l9 


1\10| b|12| 6| 3|r1|15/17|18 
I 9 14 73/16! 8! 4 2| 
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Nombre premier 23. — Racines PRIMITIVES 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21. 


Base 10. 
Le N. 


o| 8/20/16 . Glar| 2/18 1|10| 8/11|18|19| 6/14] 220 
1 | al 3l14|12| 9lr3lrol:17| 4] 5 1 |16/22|13|15/12| 5| 4117] 9l21 
2 | orglri | 2 1317 | 


Nombre premier 29. — Racines PRIMITIvES 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21 
26 27. — Base 10. 


o|11|27/22[18/r0/20| 5/26 1/10/13|14|24| 8/22/19/25|18 
1 | 1/23/21| 2] 3]17/16| 9] 9/15 1 | 6] 2/20/2628 [19/16/15] 5|27 
2 [rolro 6b4l 4 A3b8}14 2 | 7l12] 4|11/23/27| 9! 3 
Nombre premier 31. —-Racines PRIMITIVES 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22 24 
Base 17. 
I N. 
N.lol:1l213141516|218l0 L{ol1}213141516)71810 
0l12113/124[20/25| 4| 6126 o | r\r7/10|15| 7126! 8 12/18 27 
1 | 2129) 7123/16| 3/18] 1| 8/22 1 |25/22| 2] 3/20|30|14|21|16/24 
2 [r4xqlril2r|19|1o| 5] 9l28/27 2 | 5123/19/13] 41 6| 9|29/28l17 
3 15 | | 


Nombre premier 37. — Racines PRIMITIVES ?, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 
32, 39. — Base 5. 


I N. 
N.lol1121314|5161718l0 Lol:}2|3141516)7|8l0 
o|11/34/22| 1| 9281331392 1] 5/25/14|33| 1711/18/16] 6 
1 |r2| 6/20/13| 3135] 8] 51 9125 1 |30| 2/10/13|28[29/34122136/32 
2 [23/26/19/21/31| 2/24/30/14/5 2 |12123| 4l20/26| 19/21/31) 7135 
3 10/27/19) 4|16[29/18 3 127124) 9! 8| 31r5 
Nombre premier #41. — Racines PRUTIVES 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22. 
24, 26, 28, 29, 30,34, 35. — Base 6. 
I N. 
En Re Ne see Le 
Nlol:|213,4/516)7180 I |lolr|213|41516|218|9 
| 0/26/15/r2|22 1130138)30 1| 6136|11/25127l39l20l10/19 
1 | 8) 3l27131/25)37/24/33|16| 9 1 [32/28] 4l24/2r| 3|18|26133134 
2 134/14/2936|13 1e 5}xx| 7 2 |40ol35| 5130l161r14| 2112/31/22 
3 |23128/rol18/r0f21| 2132135] 6 3 | 9/13137/19/20|38/23|15| 8| 7 
! 
4 [20 
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Nombre premier 43. — Racines PRImITIvES 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 98, 
29, 30, 33, 34. — Base 98. 
N. 


213)4/516| 21810 


N.|olr|2|3|41516|7|8l9 160 fe) 


I 


0/39/17/36| 5|14| 7133134 1|28/r0/22|14| 5|x1| 7124127 
1 | 2] 6|11/40| 4|22/30/16|31/29 1 [25/12/3534] 61[30l17 So 
2 4r|24| 3/20| Slro 37 g| 1|29 2 [23/42115133/21129/38132136|19 
3 |19/32127/23|13|12/28/35/26|15 3 |16|1831| 8) 9137] 41/26/40) 2 
4 [38/18lor 4 [13/20 


Nombre premier 47. — Racines primitives 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22 


à F5 


23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45. — Base 10. 


IE INC 
N-lof:|213/41516/[8/0 Lo)r/2]3)4)5)6/718)0 
6130 18lr4 17| 2138144136 110! 6113136131/28/45/27135 
1 1197132 3/122/35/28/42/20/29 1 [2122132138] 44024] 5| 3130 
2 |3rhro/r1/39h1634/33| 8] 6/43 2 |1830/1414613-141 3411/16/19 
3 ro! 5/12145/26] 9! 4l24l13|2r 3 | 2/20/12/26/25|15| 9143] 7123 
4 |1505/4o37l41f 7123 4 lan! 8133 


Nombre premier 53. — RaciNEs PRIMITIVES 2, 3, 5, 8, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 
22/20, 47, 01, 39389, 34,90, 89,41, 45, 48,50, Dr Pasel6: 


lE N. 

N:lol:|2|3141516/718l9 I. l'or 2) 31/4) 5/6 718110 
0125! 9/5013r|34138,23\T8 1126[40|33|10l48/20|12/47| 3 
1 | 4146] 7/28/11140/48/42143/4x 1 |25/14146/30/38154136135| 9122 
2 [29/45/1939 32|10| 1127136| 6 2 [42132137] 8/40] 2152/29|x3|20 
914711939132 7 à | A 2 
3 113145/21| 3/15/17/16/22/14137 3 |43| 524141] 6150/28/30! 7123 
4 | 2133/20 30/44|49l12| 8) 5/24 4 15l19/17118/44{31/1r/2r|16145 

5 1351531126 ON IÈx 


Nombre premier 59. — Racines PRIMITIVES 2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 
30, 31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55, 57. — Base 10. 


15 N. 

Nelolr 248105) 5161) 8il9 LEA) Mo un AN GS ET 

0/25/32/50|34157|44l17| 6 1/10/41/56/29/54| 9131/15/32 
1 | 1/4524/23|11| 8/42/14/31|22  |26/14122/43|17152/48) 821133 
2 |26/18/12/25/40|10/48138136| 4 2 135155|19l13|12| 2/20/23153/58 
3 [33] 5] 9l19/39|20/56/41/49155 3 [49/18] 3/30! 5150/28/44127134 
4 |5r1| 2/43/13/37/40152/53|16/30 4 |45137116/42! 91 11151138/20/24 
5 35/46/15/28 5{21| 3/54/29 | 5 | 4140/46147157139l36| 6 
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Nombre premier 61. — RAGINES PRIMITIVES 2, 6, 7, 10 MTS USE 
35, 43, 44, 51, 54, 55, 59. — Base 10. 


IE N. 

N.lol:1l213141516/318l0 L'{ol:]213)4/516|718)0 

0147142134114120123/21/24 1110/39/24155121/27126|16138 
1 | 1145/16/20 10[56| 8/{9/rr|22 1 [14/18 58/31| 5150!12/59/41|44 
à [481 5132/39l 31281 71 655125 2 [15] 8/19] 7! 0/29/46/33/25| 6 
3 14343055127136[3158133| ol » 3 [601511221385] 4140 134135/45123 
4 135h18152|41|19138126/40/50/46 4 147143] 31301561 11/49| 2/20|17 
5 11531154 511631509144) 4112119 5 14815314215452132/15128136155 
6 [30 


Nombre premier 67. — Racines PRIMITIVES 2, 7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 
32, 34, 41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63. — Base 12. 


I N. 
de 3 

N.|olr|213|41516|5|8l9 Llolilolslulolel lei 

0/29) 9[58139 38! 7121/18 1\12/10/53133|61,62| 7|17| 3 
1 | 2161! 1123/36[48/50| 8147126 1 |36130125/32/40[52/21/51| 0/41 
2 |31/16/24/20/3012152/2765|22 2 |23| 8129/13/22163/19/27156| 2 
3 |11143/13| 4/37/46[1044155/32 3 1240039 6615515:114134| 6! 5 
4 [60/19/45163153[57/49l64/59l14 4 160/50/64131/35/42/35/18/15/46 
5 larhrl15| 3156[34128135151154 5 |:6158/2614450l38 54/5) 4148 
6 |4ol 5! 6125/42[62133 6 |4ol1165143145[28 


Nombre premier 71. — Racines PRIMITIVES 7, 11, 13, 21, 22, 98, 31, 33, 35, 


4ks À 


49, 44, 41, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69. — Base 62. 


ï N. 

N.lolr|2|13|141516|718|9 I |ol11213|141516|7|8]|9 

0/58/18146114| 6133134136 1162|r0,52|29/23| 6/17/60|28 
1 | 2/43164/27/21132/22) 5124138 1 132167136331] 5126150 47 3|44 
2 [6051131] 5/52/28/15154) 9| 4 2 [30/14/1669 18[51|38/15/25/59 
3 [20/13/1061/65|47,12/30|26 145 3 37/22/15) 7| Sol 9|61|rol42 
ñ 118/55/39/44/19/50,63/17/40 166 4 14865,54/11/43139l 4135140166 
9 [16,25] 3159/42157,67156162129 5 [45/21124168/29141157155| 2153 
6 37| 1169/68[41|49|11153|23 6 [2013358 46/12|34 4915664163 
7 |35 


LA 
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Nombre premier 73. — Races PRImITIvES 5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 98, 29, 
31, 33, 34, 39, 40, 49, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68. — Base 5. 


Ÿ N. 

N.lolr| 213141516|7|8!0: LE) (KO EN SNA) DNS NS) 

o| 8] 6116] r|r4133/24/r2 1| 525/52/41159| 3/15] 2/10 
1 | 9551221941] 7132/21/20 62 1 |50/31| 9/45] 6|30| 4/20/2762 
2 [17 30/63146/30| 2167|18/49135 2 |18/17/12/600| 8[40154151136,34 
3 [19/11/40/61/29|34/28,64/50 65 3 124147/16| 7135|29/72168/48l2r 
4 |25| 4/47/51/5:1113154/31158166 4 132/14|70/58/71163|23|42164/28 
9 |rol27| 5153126156157168/43| 5 > [67/43 69/53/1611:1155/56 6r|13 
6 |25,58/19/45,48 60/69 50137152 6 165/33/19/22/37[39/49|26/57166 
7 [42/4436 | 7 [38144 


Nombre premier 79. — RaAGiNES PRIMITIVES 3, 6, 7, 28, 29, 30, 34, 35, 37, 39, 
43, 47, 48, 53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 17. — Base 99. 


T; IN 

N°holln 1er 678110 LE Een SP RNA IC NIKe) 
_| ol5ol7r|22 341341072164 1129191/57/73]63 10/53/3617 
1 | 6,70,15/74/69|27/44| 9|36/10 1 [19/77/21,56/441 1213259152 1 
2 |56,12/42152/65/68/46157/41| x 2 |49/41) 4139/46/70/55/15/40|5 
3 13:056/16,63/59|53| 8/2360|67 3 165168176171) 51661r8/48/40178 
4 |28/21/62/45/14120/24155/35138 4 |5ol28/22| 6/16[69/26/43,62|60 
x DA | oc als r rQle 92F ee / 
5 |4o! 2/18| 7/29[26/13| 3151|17 5 2158/23135167| 47/20/27 2134 
6 |49/55/48! 5/66[30135,54/3r|45 6 158175142133 ges 64139|25|14 

7 1251353158] 4173161/32|11139 7 [xx] 3) 8/74/18[6r/31/30 

27) 


Nombre premier 83. — Racines PRIMITIVES ?, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 
DC SNS 55 60, ARS, AD LD, MT 0 52,059 MDP RE DS TRS DU 
62, 66, 67, 11, 72, 13, 14, 16, 19, 80. — Base 50. 


I. N. 

Nono m5 6 71 8)110 Lo) 1 MERS IRO)ENRS to 

o| 3152| 6181/55/24] 9/22 1\50/10| 2/197l20| 4134/4o| 8 
1 | 2/52158/67/27151|\12) 4125159 1 [68/80/16/53/77|32/23|71 64 46 
2 | 5/76/75|16/61180|70|7430|36 2 |59/45| 9135) 7 18/70 14136 57 
3 154/32l15/42|] 72312860 62137 3 [28/72131156161|62/29 3941158 
4 | 8138/79/49/78121/19/6964148 4 [7882533/73181|66/63/79/ 4943 
5 | 1156/73|13|/77|7:133/29/30/20 5hno to) . 30 615 6olr2|19 
6 157134 35 46/18166/45153|10/68 6 137124138/74/48176,65/1369|47 
7 126,17131/43,63150/65|14/40|47 7 [26/55/11152/27/ 22/21 544442 
8 [11/44/41 8 25] 5 
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Nombre premier 89. — RAGINES PRIMITIVES 3, 6, F40 AMD 819; 23,'24 96, 27, 28, 29, 
30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 10, 74, 75, 16, 
82, 83, 86. — Base 30. 


1 ; N. 

D OI ONE LS LI leo ras RNA ES ARGENT NIESNIES 
o| 72] 87| 56] 18] 71] 7] 4o| 86 1| 30] 10) 33] 11] 63] 21] | 32| 70 
rl 2] 416565) 70l 17 24/1 82 ue 53 1] 53| 77| 85) 58] 49| 46| 45] 15] 5] Gr 
2] 74] 6] 56] 3r) 59! 36) 49] 85] 63| 29 2] 50! 96! 55] 48] 16] 35] 71] 83] 87| 29 
3) | 57 IS NGC M2 IN ST 77 37| 64 31 69| 23| 67| 521-4779] 25] 38| 72 24 
41 58] 67] 78| 59] 60! 16! 15] 34] 25] 4 41 8] 62] 8ol 86] 881 59| 79! 56] 78| 26 
p| 20] 8x 33 10| 69! 22| 47| 52| 13] 45 51 68| 82| 57| 19| 36] r2 31| 4o| 43 
61 73) 19] 41] 5] 80) 83| 75| 32] 50! 30 61 441 74| 84] 28] 30[ 13] 34] 41] 73] 54 
7| ol 26] 38] 68] 61| 35] 21| 11| 48] 46 71 18] 6| 2] 60! 20] 66| 22 r b 14 

8] 42] 84] 51] 27] 62] 12] 43] 28] 44 8| 64] 51| 17] 65| 81] 27| 9 

=! 

Nombre premier 97. — Racines PRIMITIVES 5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 37, 38, 
39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74, 76, 80, 82, 83, 84,87, 90, 92. Pase 10: 
I N. 

Neon ere RSS NS RENE AIS) L'or NS M EN IN RES AIS 

o| 86| 2} 76] rr| 88| 53] 66| #4 1| rol 3| 30] 9! go) 27 76 81| 34 
1] x| 82) 78| 83) 43] 13] 56). rgl go! 27 11 49! 5! 50! 15] 53[ 45] 62] 38| 89| 17 
2] 87| 55] 72] 70] 68] 22| 73| 6]! 33) 47 2] 79| 51) 25] 56] 55) 7x 81/19/99 57 
3 2 26 46 84| of 64| 8ol 4r| 17] 85 3! 85| 74] 61| 28| 86] 84] 64] 58| 95| 77 
41 97] 7x) 45! 44] 62! 15] 69| 6o| 58] 10 4 91| 37] 79! 14| 431 42] 32] 29| 96| 87 
5| 12] 21} 63| 14| 92] 93| 23| 29] 37) 65 | 94| 67] 88]. 7| 70] 21| 16) 65] 48| 92 
6] 89| 32! 16] 55| 36] 94] 74) 51| 95| 8x 61 47] 82] 44] 52| 35] 59| 8] 8o| 24! 46 
71 54] 25] 70] 20) 31] 24! | 39) 75) 42 7 | 72! 4x] 22] 26| 66| 78| 4] Lol r2| 23 
81 67 8] Gil or! 35 30) 34] 40! 52! 18 #| 36 6ol 11! 13| 33] 39l 2| 20] 6| 60 
9| 5! 4ol 59! 28] 50] 38] 48 9! 18) 85] 54) 55] 65] 68 

Nombre premier 404. — Racines PRImITIVES 2, 3, 7, 8, 11, 12, 15, 18, 26, 27, 28, 29, 34, 


35, 38, 40, 42, 46, 48, 50, 51, 53, 55, 59, 61, 63, 66, 67, 72, 73, 74, 15, 83, 86, 89, 90,93, 
94, 98, 99." Base-?. 


I N. 
NEIL ON MONS I SN REA SnINS LE RO M OR À | cp || 
or CO ET GO RIRES 1| 2] 4| 8| 16| 32] 64| 25| 5 
1] 25| 13| 71] 66| ro) 93 ‘4 30 39| 96 1} 14] 28 56 11] 22] 44 88 7 : 98 
21 26! 78] 14] 86| -2] 48) 67) 7] rl ox 21100) 80 |M771M02 I |ino | eo fo 80! 59 
3| 94! 84] | 82! 31| 33) 40! 56) 97| 35 31 17| 34| 68] 35| 70) 39| 78] 55| ol rè 
&| 27| 45] 79! 42] 15] 62) 87] 58 3 18 41 36! 741 43] 86| 71 41] 82! 63| 25] 50 
5| 49) 99! 68] 23] 8| 37] 12] 65) 92| 99 51100! 99! 97! 93 $5 69! 37| 74] 47] 94 
61. 05| 77| 85| 47] 6[ go! 83] 81! 32! 55 6| 87! 73] 45] 90! 79] 571 13] 26] 52) 3 
7] 34] 4] 41] 61! 59] 19] 98] 22] 36| 64 7] 6! 12] 24| 48 oô g1| 8c| 61! 21] 42 
8] 28) 76! 46! 80] 80] 54) 43| Go! 16] or 8| 84! 62] 33| 66| 31] 62! 23| 46| 92| 83 
9 . 72] 88] 53| 59] 20| 74] 52] r9| 5x 9[ 65! 29] 58| 15| 30[ Go! 19] 38| 96] 5x 
‘ : 
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Nombre premier 403. — Racines PRImITIvES 5, 6, 11, 12, 20, 21, 35, 40, 43, 44, 45, 48, 51, 
53, 54, 62, 65, 67, 70, 71, 74, 75, 77, 18, 84, 85, 86, 87, 88, 96, 99, 101. — Base 6. 
I N. 
N° Ronan ES 60 Er RS lc IS RCA EN SR ESS Pr SAGE SES 
102| 46| 57| 92] 59] 1] 32] 36| r2 1| 6| 36] ro! 6o! 5r|100| 85] 98| 73 
1] 3} 29] 47| 66] 78] 14] 82) 5o| 58| 28 11 26| 53] 9! 54! 15] 90) 25) 47] 76 n 
2] 49] 89] 7] 90! 93] 16| ro| Go) 22| 76 2] 58] 39) 28] 6| 81] 74] 32) 89) 19! 1x 
3 | Go! 99| 26) 86| 96! g1| 2| 8r| 54] 21 31 66| 87] | 42] 46! 70] 8] 48] 82] 80 
4| 95! o4l 33| 55) 1091 71l 34] 19) 37] 64 4] 68} 99! 70| 62| 63] 69| 2| 12} 72] 20 
9 | 62] | 56] r1| 13] 88| 68] 85) 20! 70 5 | x7h.02| 97] 67| 93] 45] 52), 3) 18). 5 
6]  4| 84) 43] 44] 521 23] 3o| 53] 4ol 45 6| 30] 77| 5ol 94| 4ol 88| 13] 78| 56| 27 
7| 3] 77) 481 91 25] 33] 18] 61| 67] 42 71 59 451 64) 95] 381 22] 20] 71! 14] 84 
8] 39| 24| 38/r00| 79] 7lroi| 3r| 65) 27 S| 92| 37] 16] 96! 611 57) 33] 95] 55] 21 
9| 15| 98] 8o| 54| 631 87] 83] 52] 8] 4x 91 23] 30] 4] 24] 41] 4o| 34|xo2| g1| 3x 
10] 6! 97| 51 10| 83| 86 
1 
| Nombre premier 407. — Racines PRIMITIVES 2, 5, 6, 7, 8, 15, 117, 18, 20, 21, 22, 24, %6, 


28, 31, 32, 38, 43, 45, 4 
71, 18, 80, 82, 84, 88, 9 


6, 50, 51, 54, 55, 58, 59, 60, 63, 65, 66, 67, 68, 70, 71, 72, 13, 14, | 
1, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 103, 104. — Base 63. 


| 

| 

| 

| I. N 

MNT on SA SG Et" 801" A Ro M MER RS M PE Ga IR ec) 

| 0| 95| 78] 84] 13] 67] 57| 73| 50 1| 63| ro) gol100| 94] 37| 84! 49] ox 
I 2| 76! 26| 58] 46] gr| 62,109 39! 96 1] 62] 54| 85 D101 50 71072 42 78 
21 g7| 29l 65| 60! 451 26] 471 22] 3] 72 21 99! 31| 27] 96| 561104! 25] 97] 36| 2x 
31 80! 21| 51| 48| a4] 70! 28] 6] 85| 30 3| 391103) 69! 67] 481 28) 52| 66) 92] r8 

| 4 | 86] go! 18| 93| 541 63| 49 16] 34) 8 41 64) 73/105| 88 87 24| 14] 26 33 46 

| 5] 15] 77| 36| 64] 11] 89) 24] 68) Gi! 87 5[ 9! 52) g0/106) 4] 97] 12] 7] 13| %o 
6| 60l102| ro! 1] 4ol 711 35] 33] 83) 32 6] 25} 58) 16] 45] 53! 22102!) 6 57 60 
m| 59| 81| 17] 4rlror|1o4| 74] 27| 19| 88 71 35] 65) 29] 8] 76] 80) 1] 51] 5| 82 
1 / | : 4 ; Ss = = 
8| 7|100| 70] 98] 7| r2| 82 44 43| 92 8] 30) 71] 86 68 À 38) 40! 59 79 59 

| g| 52 9 38| gg! 5] 3] 23] 55/103| 20 9| 41] 15] 80] 43] 34] 2} 19] 20] 83) 93 

LL |rol 4| 14] 66] 31) 25| 42| 53 10| 81] 74] Gr] 98] 7] 17 


382 TABLE II. 


Nombre premier 409. — RACINES PRIMITIVES 6, 10,.11, 13, 14, 18, 24, 30, 37, 39, 40, 42, 44, 
47, 50, 51, 52, 53, 56, 57, 58, 59, 62, 65, 67, 69, 70, 72, 79, 85, 91, 95, 96, 98, 99, 103. — 
Base 10. 


I N. 

Nlolrl>13l4l516|2|18l9 Lol: | at 4 ls ele ete 
o| 93| 28] 78] 16] 13] 88] 63| 56 1| 10/100| 19| 81] 47| 34| 13] 21|107 
1] t\1o7l106| | 73| 44] 48] 21| 4r| 3 1| 29| 72] 66| 6! 60| 55] 5| 50! 64| 95 
21 94l 8] 92/1105] 91] 32/100| 84] 58] ro 21 98] 17| 61| 65|105] 66! 36] 33] 3] 30 
3| 29! 74] 33| 27| 61104! 26| 65] 96! 35 3| 82] 57| 25| 32/102| 39| 63| 85| 87107 
41 79! 45lro1| 66! 77] 72) 90! 5! 76| 68 4 89 18| 71] 56) 15| 41] 83| 67) 16] 57 
51 17] 49! 851 97! 69! 15| 43] 3:/103| 9x 5| 74| 86 9 98|108[ 99! ol 90! 28] G2 
6] 14] 22] 59] 36] 18] 23| 12] 47] 99! 25 6] 75] 96| 88| 8| 8o| 37| 43/103| 49] 54 
89! 42] 11| 8ol 50! 60! 8r| 87| 20) 83 71104| 50! 45] 14] 31] 92| 48| 44 40 
81 64| 4! 30! 46| 861 35] 51| 38] 62] 4o 8] 73| 76/106| 79] 23] 52| 84] 77 7| 70 
91 57] 95! 55/1102] 98] 19] 61| 52) 53] 55 9 | 46| 24] 22) 2] 20] 91| 38 53 9| 68 

10| 2 9 84 67| 70] 24) 82| 39] 54 10] 26] 42| 93| 28] 35] 23] r2| rx 


Nombre premier 113. — RACINES PRIMITIVES 3, 9, 6, 10, 12, 17, 19, 20, 21, 23, 24, 27, 29, 
33, 34, 31, 38, 89, 48, 45, 46, 47,154, 55, 58,59, 66, 67,-68,-70,-714, 75,176, 19,80, 84 66, 
89, 90, 92, 93, 94, 96, 100, 103, 107, 108, 110. — Base 10. 


1 N. 

IN] RO IN A LG EE EE) LE: ho Re SN M ES IRC NERIRSAISS 

o| 52 79 10/4 19 Fe 44 1| 10/100| 96| 56|r08| 63| 65| 85] 59 
1} 1] 22) 91] 58] r2| 28) 96| 59! 98 0: 1] 25) 24| 14] 27| 44|10o1|106| 43| o1| 6 
21 53| 39] 74/103| 11] rolr1o| 15] 64| 87 2] 60! 35| rx ie 83] 39| 51| 58 “ 37 
3 80 30 6lror|1r1] 21] 38) 29) 35| 25 3| 31| 84] 4o| 38] 41] 71) 32| 04] 36| 2x 
4|r05| 3 g1| 17 1/ ee 43| 97| 63| 32 4| 97| 66! 9! 46! 8 $o 9! 90109! 73 
5 | 62| 26 90! 7 65 85| 4| 60! 27| 9 5] 22] 68| 2| 20] 87] 79l112/103| r3| 17 
6] 20/106| 82) 6 88] 7 41} 99! 51! 70 61 57] 5] 50) 48| 28] 54] 88| So) 99| 86 
7 7 39 90 49 8x 89 85) 94) 77| 95 7| 69! 12] 7] 70] 22] ro7| 53] 78lro2| 3 
8! 45! 92| 86! 24 31 8| 69! 54] 66! 67 81 30) 74] 62| 55| 98] -6| 82] 29) 64| 55 
9 17 2 95 109! 37] 42 - . 84 68 9| 72| 42] 8r| 19! 97 92 16| 47| 18 dj 
I 2| 15| 78| 57l102| 100! 16| 9 5| 48 5| 33lro4| 0: ; 
i1| 231108] 56] ? PSE ele RER 


RACINES PRIMITIVES ET INDICES POUR LES NOMBRES I A 200. 383 


Nombre premier 4127. — RAGINES PRIMITIVES. — 3, 6, 7, 12, 14, 93, 29, 39, 43, 45, 46, 48, 
53, 29, 96, 57, 58, 65, 67, 78, 83, 85, 86, 91, 92, 93, 96, 97, 101, 106, 109, 110, 119, 114, 
116, 118. — Base 109. 


1j 
NE LD NP SA AS NEA OS 18 MSIE I. 
0| 18) 23| 36111] 4x|125| 54| 46 

1] 3] 52| 59) 20| 17] 8| 72/1718] 64] 42 I 

2} 2r| 22] so) 11] 77] 06! 38| 69| 35] 79 2 

3| 26| 50! go! 95] rolrr0| 82/112| 6o| 43 3 

4| 39! 76! 4olr2r| 881 3r1| 29120! 05/124 4 

9114) 15| 56| 67] 87] 37| 55] 65] 97| 97 5 

61 44| 30! 68] 45/ro8l 5] 93! 107! 28] 34 6 

ul 2/116|100| 24| 4|r19| 58] 51| 61| 32 7 

57| 92| 94! 25| 58{ro5| 13|102/106|123 8 

91 49l 19! 47| 73l 19] 271113) 80l 16 98 9 

10] ülror| 33| 14] 74] 71 85! 84105! & 10 
11] 55) 9! 71| 80| 83/122|115| 66|109|117 II 
12] 62,104] 48] 99| 86| 8x1] 63 12 


Nombre premier 431. — Racines PRIMITIVES 2, 6, 8, 10, 14, 17, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 37, 
40/50/52 56,57, 66, 61, 12, 16, 82,83, 85,87, 88, 90, 93, 95,.96,107, 98;1103,M04/106; 
MDI SM IG AL HOMO M9) 126627 198 2 TrRaseU0; 


I N. 
D CO DE 20 EE) 1 9 1 SN OS CS IRON RER ARS) 
o| 831126] 361 48| 59] 38/r19/122 | 10/100! 83) 44] 47) 97 
1| | 98] 32| 64|12r) 44| 92) 59! 7] 45 1/113| 82] 34] 58125 1 55 
21 84| 34! 51| 80l115| 96| 19/118| 74] 73 21 62! 96| 43) 37|108| 52] 58 
31125] 67| 25| 94| 12] 86| 28| 23/128] 60 31 63/106| 121120) 21] 79] 4 
41 37| 58/x17| 22] 41 40! 42] 5] 68) 76 4\ 45] 57| 46 67 15] 19| 59 
5] 49] 55/100| 98] 71 16| 27| 4r| 26) 46 51107| 22| Sglxo4|123| 5117 
6] 8o/104| 20| 30|108|r12| 47] 43] 95] 85 6| 39|128/101| 93| 13130127 
39| 19/111| 91|106! 92] 81] 6] 13] 35 71 84 54] 16| 29| 28| 18] 49 
0 120|114| 11| 3| 7ol107|105| 69| 87| 52 81 6o| 76!105| 2| 20[ 69| 59 
9/123|102|125| 63| 88] 95] 21] 77) 29) 90 9| 99! 73| 75] 95) 33[ 66] 25 
10] 2! 62! 8| 9! 531 82] 31| 50! 24|116 10] D2/127| 1124] 61] 86! 74 
12 | 90! 1glr10| 10,124] 9109) 56/129| 97 11f1r2) 92] 65,126) 81] 24109 
12 | 33| 66| 57| 54/1038] 14|113|1071| 61| 18 12] 80] 14| 9) gol1r4] 92] à 
13] 65 
LE 


384 TABLE II. 


Nombre premier 137. — RAGINES PRIMITIVES DO CM ER CET AO PR), SE 
33, 35, 40, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 51, 52, 53, 54, 55, 57, 58, 62, 66, 62, FO 74875 RD 80) 
82, 83, 84, 85, 86, 89, 90, 91, 92, 94, 95, 97, 102, 104, 106, 108, 110, 111, 113, 114, 116, 
147, 124, 195,431, 182,134 "Base? 


I N. 
T 
N:leo4l er LS QE PO TES LT o ee | 415161231810 
ol130| 131124] 23] 7| 2/118| 26 1| 12] 9] 84] 49] 4ol 69! 6| 72| 42 
1] 1x7, 90] | 531132] 36/112| 86| 20) 54 1] 93| 20 105 3| 36] 21|115| 10|120| 7o 
21 z1| 15] 84/129l131| 46| 47) 39/126| 99 2] 18] 79126] 5| 60! 35| 9|108| 63) 9x 
3] 30l133/106|103| 80] 25| 14/102| 48| 66 3] 30] 86| 73| 54|100]104| 15| 43|105| 27 
4 5| 51] 9! 37| 78] 4glr23/111/125| 4 41 50! 52] 76| go!121| 82| 25| 26) 38| 45 
51 4ol 09! 41! 71] 331113/120) 67| 8g|128 5 |129| 41| 81| 13| 19] 91|133| 89l109| 75 
6] 24|1r0/127| 28l100! 96! 97| 89| 74] 6 6| 78/114|135/113/123/106| 39| 57/136/125 
7] 19) 29] S| 32) 96! 59! 42] 92| 6o| 2x ; 140 53| 88| 97| 68]131| 65| 95| 44l1x7 
81135] 52| 45l101| 3]109| 311108| 72| 57 8 [| 34l134|101/116| 22]127| 17| 67|119| 58 
9! 43| 55 52 10|109 7 119| 73 1, 110 9| 11/1132] 77l102|128| 29| 74] 66|107| 51 
10! 34| 82| 95| 12) 35] 38| 65] 98| 27| 58 10] 64! 83| 57| 33|122| 04 3 110| 87| 85 
11 |zo7|115/114| 63| 61] :16| 83) 79/122| 88 11} 67 47 6 55/112}111| 99| 92| 8| 96 
12] 18) 44l104| 64/121| 60! 22| 85] 94! 50 12] 56112//118| 46] 4] 48| 28] 62| 59| 23 
13] 70) 79) 91| 56! 81] 62| 68 13] 2| 24| 14| 31| 98] 80 
=] 


Nombre premier 139. — RaciNEs PRIMITIVES 2, 3, 19, 15, 17, 18, 19, 21, 29, 26, 39, 40,50, 
53, 56, 58, 61, 68, 70, 72, 13, 85, 88, 90, 92, 93, 98, 101, 102, 104, 108, 109, 110, 111, 114, 
115, 119, 193, 126, 128 130, 132,134, 135: Base 92: 


I N. 

No ER SA GA EAIN EL o)x,).2131 44166008 

o|119| 4gl1oo! 22] 30] 16| 81! 98 1} 921124] 10] 86|128|100| 26| 20| 27 
1, 3) 74] xl o26:135| x) 62| 35| 701183 1 {121 121131) 98120] 59] | 88| 34) 70 
2122) 65! 55) 39130 44] | olrr6l 8 21 46] 62] 5] 43| 641 50! 13] 84) 83/1130 
3| 52] 4o| 431123] 18] 38| 6Gol130| 64| 75 3 6|135 49| 60! 99! 73 44] :7| 35) 23 
4|103| 82! 46!) 23| 36[r20! 20 gorri mn 41 3:| 92] g1| 32] 25 56 4: TI 65 3 
5] 25| 861126] 731128] 96! 97|152|r27| 15 91137) 94| 30|119|106 22 78 87| 81| 85 
6] 331125) 21|114| 24| 48/104|110|137| 88 6! 361115) 16| 82| 38] 21/r25|r02| 711138 
7| 19] 68) 41] 35l117] 03| 45] 90! 561102 7| 49] 15/129| 53) r1l 39l113/r10 Re 18 
8| 84| 58| 63| 28| 27 59! 4| 57 17 94 S1r27| 8| 4r1| 19| 8ol132| 511105 69! 93 
g|101| 42| x1| 89| 51|r05| o2|115| 13| 34 91 771134 96! 75! 89l126| 55! 56 9|193 
10! 6,133] 67/129/107| 87) 54)rr2/109|121 101 4) 90) 79| do! 66] 95/122/104|116|108 
11| 99) 47) 791 76|1151 Grl108/124l134| 53 11| 67| 48|107/x14| 631 97! 28| 541136| 2 
121 14) 10/1006 T3 2] 66] 95| 80! 5| 72 12| 45l109| 20! 33117] Gil 52 58 54103 
13] 29! 12} 85) 99! 91] 31|118| 50| 69 131 24/1293 37|101 118 14 37 68 


RACINES PRIMITIVES ET INDICES POUR LES NOMBRES 1 À 200. 385 


[Nombre premier 449. — Racines PRIMITIVES 2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 21, 23, 27, 

32, 34, 38, 40, 41, 43, 48, 50, 51, 59, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 65, 66, 70, 71, 72, 14, T5, 
M5M8/M19085,6487,,89,-90.91092,939497,98/290 "101; 106, M08 109 1111150117: 
122, 1964128131, 434,135, 136,137, 138, 139 MAIL AAG AAT. Pose M0. 


L N. 
G\\M7 NS MIO RARES DIS SISS 

ol117/115| 861 32| 84| 38| 55| 82 1| tu|100! 106! 17 21 
1] | 25] 55,133| 7{r47| 24| 4| 5r| 60 1{143| 89l145|r09| 47| 23 
2{118| 5!r42| 15| 22] 64|102| 4gl124|128 21 36| 62| 24] g1| 16! rx 
3{116| 52|141/14o|121] 70! 20/136| 29|100 3] 82| 75| 5| 50! 53] 83 
[A 87 61|122 7 t11/114|132| 14|139| 76 41104 h146|119/147/129| 98 
51 35!r19| 7x nl 18| 57| 93| 25] 97| 9 5[121| 18| 31| 121120] 8 
6] 85| 6| 2r|120|110! 17109 104 90|130 6] 19] 41lrr2| 77) 251101 
7 | 39/1431137| 72/1051 31/146| 63| 69|113 SON 134 1481139 
81 56! 16| 30| 35| 91] 36] 46| 95| 8ol rx 8| 88135] 9| go! 6| 60 
91 83| 23/1071! rol13r g 108|145| 45 107 91 68! 84! 92! 56/113| 87 
10] 2| 65| 88| 58] 4ol 37] 3| 481155] 13 10! 39| 82] 26/1211] 67] 74 
11| 26,103| 62| 94/1441 47| 66| 671126! 42 11| 64| 44142] 70! 451 3 
12] 54| 50|123| 28|138] 96! So! 68! 79! 44 12] 63| 34| 421192] 28[131 
13 1134|125| 78| 98| 73] 61| 59127] 99! 79 13] 69| 94! 46| 13|130|108 
14| S|r2g|112| 10|106! 12] 4r| 45] 74 14 | 35] 32] 22| g1|114] 97 


| Nombre premier 154. — Racines PRIMITIVES 6, 7, 19, 13, 14, 15, 30, 35, 48, 51, 59, 54, 56, 
61, 63, 71, 17, 82, 89, 93, 96, 102, 104, 106, 108, 109, 111, 112, 114, 115, 117, 120, 196, 129, 
130, 133, 134, 140, 141, 146. — Base 114. 


I N. 
DA Pos GENE EN ON SO ES RES | 16) DO Mon NON RERO En 
o| golr41l140| 82] 61] 37] 60132 1\114| 10] 83|r00] 75] 941146] 34|rox 
| 1 2} 34/13rl101|107| 73/1130) 88] 52| go 1] 38)104| 781134] 25]132 99112 84| 63 
| 2] 72) 2S|ro4|x15| 51] 14| 21|123| 29] 54 21 85| 26] 95|109| 44] 33/1538] 28] 2r|r29 
3 143 58| 50! 25| 8ltralr22| 76| 10| 92 31 59! 821137] 65! 11] 46110] 7) 43] go 
4\s42lrrr| 98| 38] 24| 64] 35] 86121] 74 4128) 96! 72] 541116] 87/103|115/124| 03 
5] 84| 59! 91! 69| 431116! 97| 81|124| 30 9] 32] 24! 18] 89) 29/139/139/142| 3r| 61 
6| 63, 59/128| r9/120| 33] 95! 93| 781106 6| 8] 6! 80) 60! 45/14 118 1oilror| 53 
71 391137) 42| 871146! 5! 80] 71] 12\r17 2| 77] 20| 15| 49l150| 37/1411] 68] 57 
8| 62/114| 51] 5| 18] 20|108 ls 94| 55 #| 761 57] 5119] 5ol113| 49] 73| 171126 
a|134/138/r05| 4g| 61 22) 41|118/144| 16 9 | 19] 52] 39! 67] 88] 66125! 56! 42|107 
10| 4| olr4gl 46! 11|r10/139| 99!113| 23 10Ï118| 13/123/130| 22] 92| 69| 14| 86/140 
11] 36] 65] 17] 85] 1] 47) 44| 83/100/125 11/1095! 41144|108| 8r] 23] 55 7 97| 35 
12 |133| 6S|129|102| 48 96 89l126| 4o! 9 12| 64! 48] 36! 27] 58[119/1271133| 62|122 
15/103/147| 15|127| 13] 55|148| 32] 26| 56 13] 16 12] 9h120| 90145 145 di 911106 
14 |rog! 97| 57/135/112/136| | 65] 66,145 14] 4! 3] 4o| 30| 98]149| 74/131|136/102 
is) DE, 


386 TABLE II. 


Nombre premier 457. — RaAcINES PRIMITIVES 5, 6, 15, 18, 20, 21, 24, %6, 24, 0851492193; 100: 
60, 61, 62, 63, 66, 69, 70, 72, 73, 74, TT, 80, 83, 84, 85, 87, 88, 91, 94, 95, 96, 97, 102, 104, 
114, 119, 193, 131, 133, 136, 137, 139, 142, 151, 152. — Base 139. 


I N. 
N. 164 Rire) Eco SE) ont 
1139) 10/134|100! 84] 58) 55 
1 11148] 5] 67] 50! 42] 29/106|133 
2 21 8r|112| 29] 21] 03] 53]145| 59 
3 31 56| 91| 89/r25/105/15r|r08| 97 
4 41124/123/141|131|154] 54/127| 69 
5 5|r4ol149l144| 79| 27/142/1x5 
6 61153 e d. 2| 711135] 82 “ 
7 7 361137| 46/114/146! 41] 47] 96 
8 147| 25] 27] 75] 99|102| 48] 78 
9 91 90/107/115|128| 5r] 24| 39] 83 
10 10/132|136| 64/104| 12] 98|120| 38 
II 11] 68| 32] 52] 6! 49] Go! r9l129 
12 12] 16] 26| 3/103| 30] 88/143| 95 
13 13] 13| 80ol130| 15] 44]150|126| 87 
14 14] 4ol 65| 86] 22] 95] 63/122| 2127 
19 111] 43] srlrx6110) 6% 


15 


: 


Nombre premier 163. — RaAaiNEs PRIMITIVES ?, 3, 7, 11, 12, 18, 19, 20, 29, 32, 42, 44, 45, 
50 52,063,006, 07, 168,810, 18, M3, MD, 10 1058082280 0092 000 MTS MODE MONS: 
100 MA MG AIT MAO A EE SR 120 MS 0 AS 7 ME OMAN MAO ME) 


— Base T0. 
I N. 
Nlol:l>l3l4l516l3l8lo Llol:}2/3141516|5181o 
o| 71| 431142] 03/114|161| 5r| 86 1| 70] 10] 48/100|154| 22] 53] 57] 78 
1] 2] 97| 23] 57] 70|136|122/159/157/127 1] Sr128/158/139/113] 86/152| 45 5 124 
D MG EI 153 941 24/128/199/141/145 21 41] 09] 84) r2| 25[120| 87] 59! 55/1017 
31 45) 30! 31lr4ol 68[ 92! 66| 751 36/100 31 61] S2/191|157|.60[r03| 38 52] 54| 3x 
41144) 20/113|106| 97] 17| 62] 44] 31160 41 S1lx47| 21] 3] 49 30l144|135|136| 66 
5] 92] 4o| 37] 18] 58] 28] 50] 8) 54] 27 5] 56! 8! 71] 80] 58[r48| 91| 15| 05l130 
6116! 3o/r10| 85/102/150| 49|155|139| 34 61135159) 46/123|1341 Sol 36] 55| 34] 98 
7] 1] 52l131| 91146! 67/107| 96! 9103 91 14] 2140] 20! 96! 39/145 4 146|114 
81 53] 10/91/1134] 22] 90| 15] 26/148| 65 81156!162| 93/153|115| 63| glr41| gol106 
9[ 88| 56/1379] 82/1151 58] 74/130| Gal 2x 9] 85] 82] 35] 5] 24] 50! 97] rrlrr8lrro 
10! 4] 29/111| 35l108/135| 89l13r|ro9|119 10 39/122| 64! 79l151[138] 43] 76/104|108 
11} 99!118/121| 14) 79! 84/125/143| O8|158 13 62/102/131| 42] 6! 94| 6olr25|rr1|r09 
12] 25! 32|101| 63| 10/117/156|147| 11|149 12 [192/119| 16/142/160!116/133| 19] 26) 27 
13] 59/112/120/126| 64[ 60! 48] 47/r05| 1: 191 97/107/155| 92| 83{r05| 15] 72/150| 68 
141 72] 8711251154] 46 L 78| 41] 55/1571 141 35| 28] 4/117| 4ol 29| 74|127| 88|r29 
15 |138/104| 16| 83| 5[132| 80! 33] 12] 6x 19 | 65/149/161|.23/143| 671126! 18/1190! 17 


RACINES PRIMITIVES ET INDICES POUR LES NOMBRES I A 200, 387 


* 


Nombre premier 167. — Racines PRIMITIVES 5, 10, 13, 15, 17, 20, 23, 26, 30, 34, 35, 37, 39, 
40, 41, 43, 45, 46, 51, 59, 53, 55, 59, 60, 67, 68, 69, 70, 71, 73, 74, 78, T9, 80, 82, 83, 86, 
9091592925; 1015-102;-103; 104/-105,"106, 109, 110, 111-113, 117.418, 119,120 123,195, 
129, 131, 134, 135, 136, 138, 139, 140, 142, 143, 145, 146, 148, 149, 151, 153, 155, 156, 158, 
159, 160, 161, 163, 164, 165. — Base 10. 


I. N. 
> 
ENS Do 10e NE PE OS CON QE 19804 SE AO AS AIR 
o| 86144] 6! Sr! 64! 096! 92|r22 1} 10/100/165/145|134| 4| 4o| 66|159 
1] rlrro/150| 43| 16] 59| 12/143| 42] 50 1] 85] 35] 161160! 951135] 14|r40| 64|139 
2] 83| 74] 30| 51| 70/162|r29l100!102| 32 31 54| 59) 56! 59! 89| 55] 491156! 57] 69 
3145/1592] 98| 88| 63| 1r|128/127/136| 2x 31 22| 53| 29/123| Gi|109| 88) 45|r16/158 
41 51 55,160! 75,116] 37|137| 68/156| 26 41 971102! 18) 13|130/131|141| 74] 72] 52 
2] S2l121| 49 ÿ 201 25| 22| o8|r18| 23 5| 19| 23| 63/29/1211] 41] 961 92| 85) 15 
61 65] 34] 72| 52] 18]124| 8| 85|149| 29 6/150/164/137| 34! 6! Go! 99/155| 47/136 
71 97/1159 48 | 471540! 56| 4olro7 ms 71 241 73] 62/119| 21] 43) 061125! 81|r42 
ST 031 8lr4rlr63| 80| 58lr61| 10! 36! 24 81 84) 5) 501661157| 67) ‘2 20| 331103 
9 [123 139 37/130/154|131| 76| 14|112| 66 g{127|x01| 8| 8ol132}151| 7| 7o| 32|153 
10] 2} g1| 4r|ror|135/155|r17|148|106| 35 10! 27/103| 28/113/128|111|108| 78|rr2|118 
11 frixl109|108|103|114|132| 38/165|109| 73 11] zrlrro) o8|145|114| 138) 44|106| 58! 99 
12 |151| 54/1020! 33|158] 571138] 90|104| 53 12192! 5r| 9! 90! 6511491954) 37| 36| 26 
131 44] 45] 941146! 51 15| 69! 62|115| r9 13| 93| 95/1191148|1441104| 38! 461126! 9x 
14] 17] 46| 79/153|134|r13|157| 41331129 141 99] 821152] 17| 3| 30/133|161|r07| 68 
15 | 60! 95|142| 99/126| 67| 27| 84| 39| 9 191 12/1020] 31/143| 94[105| 48\146|124| 9x 
16! 13/147/164| 89| 61] 5] 85 16| 42] 86) 25] 83/162|117 


Nombre premier 173. — Racines PRIMITIVES ?, 3, 5, 7, 8, 11, 12, 17, 18, 19, 20, 26, 27, 28, 
DSL SOU MEL AE 25 46485053, 58-5001 162;163;16b; 166,168, 100 M0 MP TARTE 
96, 79,82, 86, 87, 91, 94, 97; 98; 99, 101, 102,.103; 104, 105, 107, 108, 110, 111, 112,444; 
MS MP 0 08 195 ART 28 129 MIT USA ME AS, LES MAG AT US ME MS MISE MIO 
162, 165, 166, 168, 170, 171. — Base 91. 


1 N. 

NI EE a IEEE SORA 53 L'INon En | 2158 NISSS RCRIE RES NIRG 

ol 13| 7| 261163] 20| 3r| 39) 1/ 1| 91/150/156| 10] 45/116| 3|100|104 
1] 4127] 331142] 4{|x70| 52] 89) 27] 85 11122) 50/135| 2| 9l127|130| 20] 90! 59 
2] 19] 38/140| 88] 461154/155| 21| 57/1952 21 6] 27] 35] 71] 60! y7| 4] 18] 8xr|r05 
31 111122] 65/134/102| 22) 4o! 42! oSl149 31 40] 7/r18| 12] 54] 7olr42lr20o) 21) 8 
4| 30! 74] 51| 60153] 5|101/144| 59] 62 41 361162! 37] 80) 141 63| 24|108|14olrzr 
51167| 961168/123| 34[118| 70! 92|165| 19 5 | 67] 42! 16] 72l151| 741160! 28/126| 48 
61 24/160|135| 45| 781133|147| 50|115| 99 61 431107] 49l134| 841 32 144 129|148 147 
71 35) 23] 53| 94] 55/161\11r/158/162| 7x 71 56! 79! 96| 86! 41] 98) 95/168| 64/1195 
81 43| 28] 87/r04| 64] 80! 73/159/166|19%0 8] 85/128/121|112|158| 19/1972] 82] 23| 7 
91 18] 1|114/129/159|] 76] 72] 25] 75/14 9/163[128| 57/1970] 73[ Go 01143] 38/171 
10 8 139 109|121 9 29 136 61 47 164 10 16/ 46 34 153 83 114 16 146 198 102 
11{131| 40! 83|110/105] 99] 61156! 32|120 11/1139) 96/169|155| 92] 68/135]166| 55/16x 
121 37| 82| 10! 81/148/145| 58| 15! g1| 67 12 119/103| 31| 53/192[165 137| 111136| 93 
131140/139/160!116| 63[ 12/128/126/108| 16 13 |150/110/149| 65| 331 62/106|131|157|107 
14| 48151! 36! 97! 66/143/107| 69! 68 132 14 | 22! 09! 131145) 47{[125|130| 66|124| 39 
15] 2] 54/124/108l171|113| 3|138| 841130 15] Sol141| 29) 44) 25] 26|117| 94) 77] 87 
16] 56/r19| 4:1| g0|100!125|119|106| 77/112 161132] 95] 98] 5lrog! 58| 88] 50o| 52) 6x 
17| 93] 09! 86 17] xélr54 


388 - TABLE IL. 


Nombre premier 479. — Racines PRIMITIVES 2, 6, 7, 8, 10, 11, 18, 21,23, 24, 26, 28, 30, 32, 
33, 34, 35, 37, 38, 40,441, 44, 50, 53, 54, 55,.58, 62, 63, 69, 71, 72, 73, 78, 79, 84,86, 00, 
91, 92, 94, 96, 97, 98, 99, 102, 103, 104, 105, 109, 111, 112, 113, 114, 115, 118, 119, 120, 
122, 193, 127, 128, 130, 131, 132, 133, 134, 136, 137, 140, 143, 148, 150, 152, 154, 157, 159, 
160, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 170, 174, 175, 176. — Base 10. . 


I N. 

ÎN. 0 ro SAINS NCIS TRIER LS CE A EE MN MOST MES 
o| 73| 52/146[106!125| 23| 4r|ro4 | 10,100/105/155[118/106|165| 39| 32 
1] «| 27] 20,134) 9611081114) 141177] 26 1 |141/157|138|127| 17|170| 8091741129) 3 
21 74| 75100! 65! 93] 34] 29/156/169| 70 2] 12120126] 9| 70/1063 19 11/1110 0 
3 1053 /N701 0 79 : 129 . 19| 99! 8 31 81] 94| 45] 92] 25] 71/193|119l116| 86 
&lr47lrox 1481144173] 32|198 130,106! 46 4144 80| 8411241166! 49/132| 67/133 
5[107| 66)r02|117 b1|133| 64| 78|143/r10 5| 77] 54] 3] 30l121|136|107|175|13 2 
61126! 94/149/127| 82] 62|152| 48|160|117 6[117| 96! 65/113| 56] 23] 511152] 88/164 
71 24) 551145 95) 92] 86 ce 5o| 81! gx 71 29111] 36] 2| 20] 21| 31131] 57| 33 
81 42] 30/174/150| 43]120| 39/122| 68| 16 8|151| 78| 64/103|135| 97| 55] 34h161|178 
9 /105/157| 53,128) 31/132| 61] 85/r19/191 9[169| 79! 74] 24] 61] 73] 14/140|145| 38 
10] 2170139] 83 179 3| 6| 56/124/113 10 22) 41] 52/162| ol 90! 5| 50142116 
11] 28] 91137] 63/1971 pi 38) 6o| à : 11] 59! 53,172/109| 16[160|168| 69/153 8 
12] 21] 54/167/153| 44] r4o| 22) 13,155] x 12| 85,134 & 194108] 6! 60! 6 3| 35 
131135] 77) 47] 4gl121] 84] 55| 59! 12] 58 13 [r7:1| 99! 99| 5] 13/130| 47/112) 46102 
14] 97! 10/108/161| 40170168] 98)r65/142 141195|196|149) 58| 43] 92] 4| 4ol 42l:62 
15 159! 80) 67/118|123| 4154] 11/164/163 15 | 831114] 66,123/196|128| 27| 91] 15,150 
161115) 88,103] 25) 69! 7] 45|109/116| go 16! 68/143,177/159/158|148| 48/122/146| 28 

19] 15/130/112) 36! 19] 57/141/162| 89 19/rox|115| 96| 44| 82]104/145| 18 


Nombre premier 481. — RAGINES PRIMITIVES ?, 10, 18, 21, 23, 24, 98, 41, 47, 50, 53, 54, 57, 
58,163, 66,169, 76, 17, 18,483,184;.85,090, 91,96,207 408,103 A0 M0, A2 ASE M2) 
124, 127, 198, 131, 134, 140, 153, 157, 158, 160, 163, 171, 179. — Base 10. 


I N. 
Notre SI NN IS nInQ L'or ete PASS SG) AIRES 
ol133| 68! 86] 48] 2r| 15| 39|136 1| 10|100| 99| 451 88:56|r12| 34| 

1] 1l146/154| 32,148 /116/152| 55| 89|135 1/142/153| 82 06 55 7| 70157 - 57 
2[134| 83) 99! 29/107| 96)165| 24|ro1| 84 2] 73| 6] 60! 57| 27] 80/166| 3r|129| 23 
3 | 69! 271125 34] | 63] 42] 38] 88100 3| 4gl128| 131130! 35[140| 42! 58 3-| 8 
41 87! 59! 36/140| 52] 4|162|r09| 60| 30 41 So! 76| 36/199/161|162/132 91 5| 50 
51 49l123118/r21/159| 14] 54] 25| 37108 5/138/113| 44] 8] 561 17h70) 7267! 4r 
6] 22] 65160151] 58] 80/167) 66,141) 97 6| 48 118] 94 35 169! 61 É|12- 3 30 
9] :6| 57175) 20/171/164| 41|161| 53/1166 71119,104|135| 83,106 155 102|115 64| 97 
81 4o) 92) 12] 73169! 108! 93/1592] 5] 25 8] 65,107,165| 21| 29109! 4| 4o| 38| ï8 
9{137| 47/1115) 95] Gal 3] 13] 79|163|r02 9{18o171| 8r| 86136] 93| 25! 609 143| 22 
10! 2|130| 76|143 71 131| 74] Sr|r10| 85 10! 39) 28) 99! 85/126[ 154111) 24| 59 47 
11 |147106| 7| 51,156 1701168) 61| 70 11/108/195/191|1241154] 99| 15/150| 52158 
12 |195|112| 18|127|113|144]104| 67| 3r| 28 121132) 531168) 51|148| 32/139/123/144|173 
131 33,139/120/150| 19] 72] 941142] 50/16 13{101/105/145| | 20) 10] 9! gol176 184 
14 149|177 10 178|128 132 193| 98|124| 35 14 43; 68/137/103/125/164| 11/1710 17 1/0 
15 on 174] 11 114 75) 0 17|119| 9 19 [133| 53] 871146] 19/100|114 54|178/157 
16173] 44! 45/199/145] 82] 26| 58/22) 64 16] 62] 77| 46! 98) 75] 26| 79| 661117) 84 
17] 56| 91| 46129 105|111/138/176/158| 43 171116! 94! 16/160|152] 72 197 141 143 163 
18] go ' : 


RACINES PRIMITIVES ET INDICES POUR LES NOMBRES ! A 200. 389 


Nombre premier 491. — Racines PrRImITIvES 19, 21, 29, 28, 29, 33, 35, 42, 44, 47, 53, 56; 
7, 58, 61, 62, 63, 71, 73, 74, 76, 83, 87, 88, 89, 91, 93, 94, 95, 09, 101, 105, 106, 110, 111, 
UNS ER PE ET PPT SEE EE AT TEA PE ME RATE 
+ fe FCO PIS TANT SIT CT STOMIES IS SS MISTERTIES ISO 
ase 451. 


1 N. 
Nlolrl2)3/4l51612lsl L'on le Pat 
o|102|148| 14] oo! 60|133/116|106 11197| 10] 42100! 38] 45|189| 68/17 
1] 2/115/162|156| 45] 48] 28/184| 18| 93 1/x07/182/119/101| 4] 55] 4ol168| 18|152 
2104! o1| 27|112] 74|180| 68] 64|147| 29 2/180/183| 81|111| 461155] 78| 22] 16| 29 
3 |150/125|130| 73| 96| 33/120| 65| 5lrr4 31160! 99! 72] 35/147/159|133| 62|184| 4 
41 16/145| 3|174|1209l 6| 24| 39 176 76 4{r2r| 88) 04/116| 69] 14] g7|140| 15| 6 
51 g2|142|170| 77166! 15] 59! 51|13r|182 5{150| 57/163|188/102/161| 65] 82] 77] 56 
6| 62] 63 ne 49| 421 56/1759] 44| 8] 70 61 6|178| 60! 61] 27] 37] 79179] 26) 7x 
71135! 60! 32/180/167|138 107! 58| 26| 66 69137117) 33) 24[130) 49) 531108/148 
Sur) »2 574173:105| 84 86 177| 411149 4 1291431104) 93| 851166! 861132] 96|174 
91108! 99/126 83 141/183| 88 Î 158| 37 9] 5| 21] 50! 19|118/190| 34|18r|149| 97 
10] 4| 15] 54/136| 82/181/179| ro| 78152 10/153,146| 2 123 20| 84| 9! 76! 90|187 
11117) 23/161/121|153] r2 13 2| 94|127 11 /136|151) 23,173] 39] 11] 8lrro) 80145 
12 164 4o|165|103|139] 8ol15r 1 144132 121 36/113/169/195/162| 31) 92/119/156| 44 
13 |158|157| 87| 36/146|154|110| 71|172| 75 13] 32) 58129] 7|144| 70103125] 75|124 
14] 49h:187/171| S1|134|119|107 8, 79| 98 141177] 94| 511176/128] 41/13 28 3| 89 
15] 5olrr1| 19/100|160! 25/128| 1|108| 35 15] 30|126/109|114/135|185| 13/131/130/164 
16| 50| 55/124| 52159163] 85|169| 17|122 161154|112) 12/165/120|122) 54) 94158116 
17 186] 9!|188/113| S9gfr23/143|140| 61| 67 17] 52/142|138| 83] 43] 06! 48] 87) 98l10 
18] 20) 95| 11] 21] 38155 185|109| 53] 7 18] 25/105| 59| 95| 17|186|170|141|192| 73 
19 92 


Nombre premier 493. — Racines PRIMITIVES 5, 40, 15, 17, 19, 22, 26, 30, 34, 37, 38, 40, 41, 
DR ET DIE 5258 61008 015100 M0 ne micure, HOME SRI MOTO SIOS EEMEAILSS 
MMS MAUR 0 ARS RTE AS MR MISE EM MUC AIS MAO MS DS MECS 
159, 163, 167, 171, 174, 176, 178, 183, 188. — Base 10. 


it N 

Plone RS M IRS AIN PIE STE Horn ER NS ECS ESR RO 

0/182/156|172| 11|146/184|162|120 1| 10/100| 351579] 26| 67| g1|138| 29 
1] 1| 93/136| 15/174|167/192/149|110| 59 1] 97| 5] 5ol114l199| 13|x30|142| 6g|rr1 
21183148 83| 541126! 22| 5] 84/164| 9 21145] 99! 25) 55|14{1r03| 65 7 131|152 
31157/134/142) 59/1309] 3|100! 55] 49|177 31169/146/109|125| 92{[148/129/132|162| 96 
4{1931125/188| 92] 73|131| 44|127|116|176 4181 7931151159! 46 7! 161| 66] 81| 58 
5] 12/113/187| 99! 741104 154| 25]161| 92 D1189|133|172/176| 23| 39/1797) 331137] r9 
6|145133/124|112 130] 26 4| 6/129| 18 6[190|163| 86! 88|108/115/185|113/165|106 
71185) 27) 90| 41| 451178] 39] 85|191/109 71 95h:178| 43) 44] 541154 189|153/170| 53 
81163] 48|115/190/128[160| 62/165| 63| 8x 811441 S9/x18| 22] 29| 99|191|173|186|123 
gfc21| 7| 34] 98/1179] 70/106| 101166! 27 91 72h41] 59! 1r|110/135/192|183| 93|158 
10] 2|130|105| 25 177 199! 6g|158| 64| 32 10] 36/167/126|102| 55[164| 96/188|143| 79 
11] 94! 19l144| 67] 13] 65/1811135| 82 rAx 11 | 18h80) 63] 5r|124| 82] 48! 94/1681 36 
12|137|186/123| 89l114| 33/102|143|122| 36 127 9| 90/128|122| 62] 41| 24| 47| 84| 68 
13] 16| 28| 37] 511188] 95|119| 58] 8/170 13101] 45] 64] 61| 31{r19| 12/120| 42] 34 
14 |195| 91 171108 80! 20! 31|140| 35169 14{147|119| 32/127|112/ 155) 6| Gol 21] 17 
15 |168| 42] 29) 77] 7511451151] 4] 099! 4ô 1 He 180! 161160! 56[174| 3! 30/107/105 
16153) 46] 35] 61105] 68/180|101|118| 30 16| 85| 78] 8| 80) 28| 87] 98| 15/150|r49 
1715017991 52| 871155] 14| 53] 56| 71| 78 171130| 39| 4| 4o| 14[140| 4glro4| 55|177 
18111] 4o|189| 97| 24] 66] 88] 50|107| 76 181166,116| 2| 20] 9| Jol1r21| 52/134|182 
19] 60! 86| 96 191 83| 58 


| 


390 TABLE II. 


Nombre premier 497. — Racines PrimiTives 2, 3, 5, 8, 11, 12, 13, 17, 18, 21, 27, 30, 31, 
32:30; E 44, 45, 46, 48, 50, 52, 56, 57, 58, 66, 67, 71, 72, 13, 14, 75, 78, 79, 80, 82, 86, 89, 
91, 94, 95, 98, 99, 102, 103, 106, 108, 111, 115, 117, 118, 119, 122, 123, 124, 125, 126, 130, 
131, 139, 140, 141, 145, 147, 149, 151, 152, 153, 159, 162, 165, 166, 167, 170, 176, 179, 180, 
184, 185, 186, 189, 192, 194, 195. — Base 73. 


I. STI 


NE MONITORING EL 1° [fol NS ONE RER R RPIRO 
o| 61| 65/122/137/126| 86/183|130 1} 73] 10/139/100| 11} 15|1r0/150/115 

1] 2] 5l187/158|147) 6] 48] 95/191|182 1{121/165) 28| 74] 831149] 42171] 26125 
2 631151] 66| 68] 52] 98] 181195] 12] 4o 2| 63| 68| 39| 8ol1931102/157) 35l191|153 
31 671173|109| 50|156| 27| 561148] 45| 22 3/139/151/188/131|105|128| 85] 98| 62|192 
41124] 46! 16| 541127] 91/129|106|113|172 41 291147) 95] g1l142]122] 41 38| 16|183 

5{139/160| 79| 80) 60/142| 93] 51/101| 06 51160! 27] 241176! 431184] 36] 671163) 7 
6[r28|180| 38] 20/1790] 94131] 57| 211193 61 54] 21146! 20 81] 3| 22] 30| 23)r05| 
7 88 179 117| 1] 13|143|108| g1| 83| 59 71 33 451133] 56/148[r66/1o1| 84] 25| 52 
185| 64107] 14| 97] 36/115/105|188| 23 81 5311261136! 98/178/189) 7117] 701185 

9 [132] 43|r90| 42/1691123/154|109| 351135 9109! 771105|170| 65] 17] 59/170/196| 124 
10! 4| 76) 25] Golr40| o2|14r| 34lr21| 90 10 [187| 58| 97|186|182 2 47] 82| 76] 32 
11] 9] 171341970119] 9162! 87157/r8x 11 169/123/114| 48/155] 86}171| 92/134/129 
12 1180| 10| 4l111| 99! 19] 81,186! 35|119 12 |158|108| 4| 95! 40162] 6| 44] 60o| 46 
13 [155] 33192] 72|118/136| 82] 30/194| 3 131 ol 66| go! 6gl112] 99/135| 3/168| 50 
14 149/171| 441158|178 177 62) 41] 94] 15 14104106! 55] 95/156|159/181| 14| 37/r40 
19 | 8] 311169! 29/152/114|144| 26|120|145 15173) 21/154| 13/161|130| 34|118/143/195 
16! 50o|154/1125| 581168] 11] 55/165/138|rr0 16! 61/197/116/194 175)167/194| 94|164/152 
1791 97/110/196/150/166|16/| 53|161| 84| 93 17] 641141] 40! 35] 96/115/132/145|144| 7x 
15 |1931146/104| 49) 55] Sg/103|100| 32) 85 18] 61|119| 19] S8ligo! 80/127| 12] 88/120 

19 [184| 28| 39] 24/163/159| 98 19] 92] 18|r32/180/ 198] 27 


Nombre premier 199. — Racines PRIMITIVES 3, 6, 15, 22, 30, 34, 38, 39, 41, 44, 48, 54, 68, 
COMTE. 8287005, 07 200105 08 M0 MIS AS MO M2 0 M2 RSS LE 
142, 143, 146, 148, 149, 150, 152, 153, 154, 163, 164, 166, 167, 168, 170, 173, 176, 179, 183; 
185, 186, 189, 190, 199, 195, 197. — Base 127. 


I, N. 
NJol:|2131415)613/819 lol:|2131415)161|718}09 
) 6|194/155|/190| 6l151| 32/186|rr2 1|127| 10| 76|100|163| 5| 38| 5o|18x 
1] 2189145128) 28|161|182| 53108) xx 1|102| 19] 25/1090! 5r{ro9|112| 95|125/154 
2 1196/187/185| 7411431 121124] 69| 241158 21 5611471162! 77| 28|173| 8r|138| 14|186 
3 1157 -6 178 146 53| 38/ro4l121| 7| 85 3 |r4o| 69! 7] 93| 70[134/103/146| 35| 6 
4:02 145 183|176/181|118| 70| 98 0 64 4x5] 73|117/183/175|136/158 166/183| 6 
ü 14|120 136 65 195| 20/166|,154|129 5] 79! 83 198 34 10 1411196! 17/169| 190 
61153/126| 92/144/174|134|142| 309] 49! 31 6| 98|108/184| 85| 40[ 54! 92/142/124| 27 
71 34] gulroo! 4rlr17167| 3] 23| 8x| 50 71 46| 91| 62/113| 231135) 31|156|111/167 
8 [188] 26/141| Dr|179 63 172|115|177| 92 S|rr5| 78/155/183/157| 39 IE 178|119 
9{114 160! 66| 33! 941 17/135/r09| 6o|103 9 188,195! 80159! 94[197/144|179| 471108 
10! 4|159| 10! 36/110[193/132/165| 61| 15 10] 72/189|123| 09! 36[194/161/149 18 9 
11 |197 2 16| 731162] 8ol150| 42|125| 89 11/180|174| 91148] 90! S7/104| 74] 45 113 
12 149/180|122|102| 68] 18|140| 1l170|133 12] 52) 39/122/191| 26|118] 61|185| 13| 5 
13 [130|148|138| 43| 35 Le 5192) 27| 54 13 [130|192/106|129| 651 06! 53/164/132 18 
141 30) 55] 67|119| 961164| 37| 21/r13lr0 14 |126| 82| 66| 24| 631 41| 33] 12/13r|r20 
19 [163| 40/197|169| 19] 82] 77| 84! 46! a 15/116| 61165! 6o| 58[ 3/182| 30) 2glror 
16 1184/1106! 22] 51351152 47 79|175| 58 16! 91| 15/114/150!145|107| 5=| 75|172|153 
19] 59/123/168| 25111] 44|175] 86) 88| 07 17 |128/137| 861176] 641168] 43| 88 4 84 
18]110| 9156! 83| 621127) 29| 48] go!ror 18[121| 44] 16] 421160! 22] S8| 21| 8ol tx 
19 | 13] 89/1381) 52,105] 91) 56! 95| 99 19] A4liro! 4olro5| 2] 55| 20,152 


FACTEURS IMPAIRS DES FORMES QUADRATIQUES æ° + D }?. 391 


TABLE III. 


Table des formes linéaires des facteurs impairs des formes quadratiques æ°+ D y? 
detD = matD = Tor 


1 4z +3. 

s 85 +71, 3. 

3 | 123+ 1, 7. 
9M203 27; 3,07, 9: 
6 


243 +1, 5, 7, 11. 
8 


HMS SET 0 TP 10, 20, 00: 


TON MAO SET 7, Or, Li, 10:29, 07. 


nn IAA Se Ci CD On) Cu 


LOMME T7; 0 11, 10) 17,209, 20, 20, OT, 47, 49. 


LED 00 AT 00 0 0110010 010, 20: 020 027 000 00, 


TONI OO ZT T7 10 29 0 (7 49, 109: 


RNNOB EE ST 0 MIN 2 20 20 27 LOT 0 COMI0 DB ICS 


LOTO SET 007; 0 Li 17, 207120 000 00 D AO T2 10 DD OM LOS 


RO GE ET 0 DT 7e 0120 200 OT DD; Dre 


4 
22682-10010 10, 24 29302020 01 20140145 10701 NOT IE 
81, 83, 85. 


23 | 922+71, 3, 9, 13, 25, 27, 29, 31, 35, 39, 41, 47, 49, 55, 59, 71, 75, 


20 MO ZE EN, 6,00, 07007 D T7 21, 12027 0000022070 10 0 IT MIO NOT 
63, 9x, 75, 81, 85, 93. 


200 ZE 00, 0710 lo 10 010, 220 27 OM MON 00 0 D NO 
5321902007 00050 707 181109) 00100 2100p 


20120 ET, TIS 19, 17; 29, 20 AT: 207 105 ir 10-000, 10: TO MLOI- NS: 


31 | 1242 +1, 5, 7, 9, 19, 25, 33, 35, 30, 41, 45, 47, 49, 5x1, 59, 63, 67, 69, 
Ha 02; 87: 00; 0m 101, 109107; 100, LL, LS; le 


33 [1322 +1, 7, 17, 19, 23, 25, 29, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 65, 91, 79, 97, 
101, 119, 127. 


84 30 2-2%,5,7.0: 19; 23, 25, 20, 01, 39, 30.07: 400; 021419 040 000 
63, 167,171, 70; 81, 83; 89 90, 100, 105, 121, 29, 129) 100. 


D 65 rose, 3 9, 12, 28, 17, 27» 20; 99; 301 17» DT 71:70 O0 LOL 10 7: 
975 99 103, 109, 17, 121. 


392 TABLE I. 
Dhs z +1, 9, 1,10, 212528; 29,001, .98; 30,080: ni Or 40 LS PROD 
bien (5), 73, 27 79, 8x, 85, 87, QI, 101, 103, TO 22 IE 7135, 
137, 141, 143, 149. , 

38 | 152241, 3, 7, 9, 13, 17, 21, 23, 25, 27, 29, 37, 39, 47; A0 510193) 
55, 59, 63, 67, 60, «78,079, Br, 87, 91, (07.400 LT MS TO, 
SO a 141, 147 

30 |1562+ 71, 5, 11, 25, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 83, 89, 105, 
119,122; 120, 127; 193, 197130, 40: 

HO SD 0 Te, 19» 21; 25 27128 00208700 gr 10 000) 
57; 01,03, His he 5, 7% 70, 81, 99, 99, 109, 111, 113 | 
non 125, ÉD UE) ne 

42116837, 13, 17, 293, 25,29, 92,41, 43,193, 90, 50, 6150070715 03, 003 
9P, 103, 121, 131, 149, 199; 109. 

43 MES ve OMTT, 13:10, 7. 21,20, 20, 1000; LT 07 OO ON RO 
67, 79, 8, 83, 87, 95, 97, 99; 101, 103, 107, T09, EI, 17 T2 
129, 109: TR 130 149, 010 109, 100: 167, "169. 

HG \LB ZEND NO UT. 00 21020, 0107000 T0, 45, 47, 49, 5x1, 53, 
55 (one 67) D no tot 83, 87, 91, 99, 99, 105, 107, 109, 119; 
OT E0 D, 27 T1 0 151, 155, 197. 107 000, 171: 277 MO 

47 | 1883 +7, 3, 7 9 17, 21, 25, 27, 37, 49, 51, 53, 55, 59, 61, 63, 65, 
73; 7D,x07 79, 2 89, 95, _97 101, 105, 111, 115, 119, 121, 131, 
SE 145, 147, 149, 193, 199, 157, 199; 165, 169, 2790 0 Le 

DTAN20 SEE 0 TT; 1910 2020 20 Leon 49, 55; 65, 67. 71, 99, 103, 
107, T19, 115, LON, 25, 127, 131, 143, 145, 151, 197, 107, 169, 
10 O0 

LS +1 3, 10) M0 0 0: 27 20 ML 00 00 M0 DE 0, 
57 67, GOT 70 TO: en . 87, 80, 99: 075 T0, 0109, Te 
A EM Eye 139; AT TO MO 153 165, 167, 169, 171, 
170; LOL, 97, 201,120), 207. 

55/2208 +1, 7, 9, 13, 17, 31, 43, 46, 57, 59, 63, 69, 71, 73, 81, 83, 87» 
S0 MOT: MTO 7 METISRRL, L1O) 23 27e T4, 153, 129, 167, 169 
179: 170 LT 183, 191, 103, 197, 199,201 21g: 

ball 2983-07, 11, 23,025,129; 01,80, (1, 47, 401009, 101, 00: 072 59: 70 002 
85, 80, 91, 103, 113, 119, Hot 197, 131, 151, 157, 169, vue. 
191, 211, 2107 221, 223. 

DBI232 SET 0 5 2, D OT 00 307: 00: O0 DIE 00 0 RO O IDE 
65, 67, 69, 7 7 79 8, 83, 85, 91, 9, 101; 107, 115, 119, 121, 
193, 127; 0120, TO9, 135, 130, 1, 197, 190; 161, 169, 179, 187, 
189, 191, 209, 209, D 10 DE O 200) 227, 220. 

D = 59/2363 +1, 3, 5, 7, 9 15, 175 19) 21, 25, 27, 29, 20, MD, HO DS 


On DS 75 > 170; 10 100) S7, 05, 103, 107, 119, 121, 123, 195, 
ME 133, TOUTE 130) 143, 149, 147; 159, 199, 163, 162 169, 
NY 172, 101, 180; 10): 107; 109-200} 200, 2730223 5220 
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D = 61| 2/43 + Ton EE 60 dâur, lo bn 9 EE 
59, 63, 65, 67, 71 HO 1 D ci 87, 91, 97 #9 109, 111 18 
HONTE Tr. 20 Ti TA DA O. 149, TOI 000 100) rôr, 
169; 199, 191, 197; 205, 20 PTT 220,220 207 220 21f 0e 


63 Ma48 z =, 3, (71 Os 11, 13, 27, 25, 27, 20, 33, 37) 39, Ar; 43; 47: 49, 53: 
ÉCAE CTEMAT ER 8, 83, 85, $7) 01: 99, 97, 99; 103, PNEUS, 
HO CUT NL, 12541120, 139, 141, 143, 147, 199, 169, 179, 159, 
181, 183, 189, 191, 193, 197; 203, 3 20h 220 200 200 240 


65 | 2603+1, 3, 9, 11, 19, 23) 27, 29, 91, 33, 37, 43, 49, 57, 59, 61, 60, 
71, 73, Sr, 87; 93, 97» 99: 1017, 103, 107, 111, 119, 191, 127, 129; 
137) 2hT 191, 171, 197; 181, 193, 199, 197; 207, 209; 213, 219, 


239, 24 3 299: 


6616422105, 713, 17, 23, 29, 3, 4x, 47, 49, 53, Gr, 65, 67, DO 
83, 8, 91, 97; 107, 109, 115, AC), 197, IS L01 TOM 10S, 
169, 170 LOC 20D 2021 2275230 290 240 


[ep] 
1 
WW 
D 
[#2] 
LA 


Ce 175 19, ?1, 20620 20700, 005 0m COTE O0 000) 
66, -3, oi Le 83, 89, 91, 95; 103, ‘107, 120 20, Done 0. 
1990 ED 40) 151, DOS LPO DT DO 163, 167, 169, 171, 
190, 181, 183, 139, 193, 109, 205, ro POS END PO PEN) 


227, 29% 201.200 20m 200, 263, 269. 


09 | 2762<+ 1,5, 7, 13, 17, 19, 25, 35, 43, 47, 49, 53, 59, 65, 67, 71, 75, 
TON C0; 89, 91,95; 103, 113, 119, 121, 125, 101, 133, Lo 149, 
167, 109-175; 0170; 199, 199, 2mb 221, 230-209; 245, 247, 265. 


| 70 | 2803 +7 Ts Ne rare 47, 53, 59, 61, 6 » 69, 71 » 73» 79» 
81, 87, 93, 97; LOT, 103, 107, 121, 129, TO, 0: 143, 51 1): 
163, 167, 169, 171, 181, 191, 197, 2995 229, 2933, 2405 201-1200) 


| ÉT 007 200 27e 


HN AE DD Id 0 10 20 25 20 Te ON ON ONE OS 77) 79) 
Gt SD Te 00. ou 95, Es 103, 107; 109; I11, 219) 127; 

129, 131, 180) T0 145, 17 LOL, 00e LOL, 167, 109, 17 gs 
189, ne 10% 199 ; 219, 217, 219, 227, 223, 229, 220; 2 Di 
237: 19, 2452/0251 2583 20112097 207 200 TD CE 


7311592 ZT, 719, 17,10, 20, 91: 97: 39 41,43, yo ee 7 ED ONE 
69, 109 20077 Br, 83, 85, 8 ST , 89, 99, 97 99; ae dre 107, 
109, 115, 121, 1ôr, 135, me E) sion, 159, 163, 169, 
rÔT 169, 179; 179, 179, 181, 191, 199, 207, 213. DT AA AL 22 07 
237, 239, 247, 257; 299, 263, 265, 269, 271, 273, 272, 279; 287, 
289. 

729627, 3, 5, 9, 11, 19, 19, 29, 020 27 120 0 00 To TO) 


55016907. 00,7 73, 79 PRE 87, 89 93, 99 4 107, 109 , 
115, 117, "r19, 191, 1 123 195, 139, nt 137, 139, 143, 14D, 247; 
196 100: 108. 100, 183, 197, 195, 100-1207, 209, 207 2217 210 
DD 0230 235, 2304 CHE HO 240) 200 261, DD) 2200 


Don ob, 0, 10 19: 0107 20 27 dodo O0 TOI DO 00 LOS 
7, 795070 8, 4 95, LOI, 109, 107, 117, 113, 115, 117, 119, 
129,102: 149; 1917, 4x, 113, MAD RO, 153} 169; 179 177% 100 
199, 211,219, 221, 228, 22, 230, 241, 243, 201, 203, 290, 283, 
289, 203, 297; 303. 


TABLE IIT. 


79 


3123 + 1, 19, 25, 29, 35, 37, 41, 47: 49, 93, 55, 67, 91, 77, 79» 85, 89, 
101, 103, 107; 109, 1194 119; 121, 127» 1813 197» 1993 161, 165, 
167, 173, 179» 1873 199, 219, 217, 229, 239, 201, 253, 269, 281, 
289, 299, 201, 309, 307. 


3162 +1, 5, 0, 11, 13, 19, 21, 23, 25, 31,45, 40, 5x, 55, 65, 67, F9: 
81, 83, 87, 89; 95, 97 99 107, 109, 111, 119, 117; 119 121, 123, 
195, 199, 131,141, 143, 191, 159, 159, 163, 167, 169, 171, 173) | 
ny 179 181, 183, 189, 203, 207, 209, 213, 229, 229, 291, 299, 
41, 245, 247, 253, 255, 257, 259, 263, 260, 273, 279; 2775 270) 
281, 283, 287, 289, 301, 309, 313. 


3982 + 1, 7,9, 13, 15, 25, 29, 33, 43, 47, 40, 51, 53, 55, 57, 59, 63, 
THE TD DT 108; TO 7 


TaUr D 191, 193, 161, 167, 100279 0e, 
100: 1071200 209207 210 Er 


7: 209, 279% 270:.281,287; 2007 001 


82 
69, 71, 73, 79, 81, 83, 85, 91, 93, 9, 101, 109, 107, 109, IT1, 
TONI DEAN, TO DD 100) 4 : 
169, 195, 181, 183, 185, 187, 191, 199, 199, 201, 203 209, 225, 
299, 231, 239, 241, 251, 253, 201, 2603, 207, 283, 289, 291, 293, 
297, 301, 309, 307, 309, 311, 317, 329, 329. 

83133227, 3, 7,09, 110017 21,29, 29, 27001108 OT LI NIORT 
59, 61,,68,165; 69, 70:777, 81,187, 09, 00190° 100 110 
110 MU D200 2m 13 
177 189, 107» 160 TO 0 
29) 227, 220, 291,230, 241: 249; 247s 2080200 201 20082708 
277, 279, 28, 287, 289, 293, 297, 319, 317, 310, 327. 

85 | 34oz<+1, 9, 11, 21, 31, 37, 39, 43, 47, 49. 57, 67, 69, 71, 73, 79, 8x, 
89,187, -89; 01, 07 000010 TO TL, 2 20 27e EEE 
139, 149, 159, 101, 109, 173, 177, 183, 189, 103, 107; 109, 203, 
D 1223 2202012006 " : 
nn PET mn CE CL 

SON SE ON OENO RD, TTL TO 2020 T2 0 TI TAN BR À 
51,97, 61,69, 95, 77, 79: 81, 85, 89, 91, 93, d5, 97 ie 
119, 121, 129, 129, 127; 191 1903 1413 1493 140, 147; 149, 1035 
199, 157, 163, 167, 169, 171, 179, 183, 185, 193, 209, 207, 211, 
225, 227, 231, 239, 237, 230, 249, 245, 2955.201, 271;279, 2770 
279, 281, 285, 289, 291, 302, 309, 311, 323, 331,333, 337. 

8748 Eu7, 17, 19,05, 20, Ur: 47 49:07» 77 89, 91, 99, 101, 103, 109, 
I19, 119, 119, 121, 191, 1977; 190, 149, LOI, 109, 160; 179, 181, 
18) MLO7E LOL. 100210 221220 UT 20 20000 de 272 
277, 283, 287, 289, 293, 205, 305, 311, 313, 317, 325, 329, 343. 

CON ON ER ESC D nn MU. 5x 
53, 57, 59, 63, 60, 73, 75, 81, 83, 85, 93, 95, Q7, 103. A or 
TO 119, 121, 199, 127,120, 133, 139, 143, 147; 191, 1930 15), 
157, 159, 161, 163, 169, 191, 193, 175, 177, 180, 191, 207, 211 
219, 217, 219, 225, 233, 230, 243, 245, 249, 255, 257, 265, 260: 
317 32) 285, 289, 291, 299, 30r, 309, 315, 317, 319, 323, 327; 

OL 


3645 +1, 5,7; 0 110:129, 25, 1205001, 0341, 43, 40 De De D 
73; 793 81; 83, 89, 95, 97; 107, 111, 113, 121, ne Hu. 
199, 165, 167, 171, 179, 183, 187, 189, 191, 201, 205, 207, 211, 
2135219; 229, 220, 227, 220, 233 23), 20, 295F 207 264, 265, 
271, 277, 279, 280, 293, 295, 303, 307,309, 327, 347, 349, 353, 367. 
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D= 93 |3723+ 71, 17, 25, 29, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 65, 22 775 79 89: 91; 
COOP MOT TOO ID MAIRE TON TB 0 0 MLD TO Te 
197, 101, 169, 185, 191, 193, 197; 199, 205, 209, 229, 227, 247, 
253, 259, 269, 271, 287, 280, 290, 309, 311, 331, 335, 349; 353, 
359, 361, 369, 307. 


MBA 077 0 D 7010 20, 20 100, 408 D 40 PDO: 0e 
67, 69, 71, 77, 79 81, 85, 89, 91, 93, 95, 975 99 103, 107, 109; 
MT TONNES 129, 129 190 MAS TE LOL 100 1007 
100 TS TO 07e 170 TO 1800 LS TO 200: 20002100 210) 
210, 297220: 227, 220; 200 2/40 210 2471240 201 2090 07m 
2705: 289 209, J01 3095 JD: 317 210; 229 020,390; 2970 930: 
45; 940, 240: 205, 305 001, 370: 


95 3802 1,3, 9, LI, 19, 27 99; 27; 39) 49 09; Fr 81, 97; 99, 101, 

HOT O7 TO NO CT re no O0) En tip 149» 
159, 161, 167, 169, ed 183" 191, 199, 199, 201, 203, 217, 229, 
227, 220; 2905 240 201, 207: 2715207; 200 2015 2095 12075 01 
309, 207; 20, 911, 317; 221; 2205 339 297 d00 > 940 J0L: 2075 
359, 303, 379: 


97 | 3883 + x, 7, 9, 19, 19, 23, 25, 33, 89, 49, 01,53, 5, 9, 61, 63, 69, 
GTA 803 805 187-180) 00210 D: 100107, 1100 DUT 113, 
121, 123, 127; 129, 191; 199; Denon a ann anus 
169: 172; 170,179; 1804. 187, 199; 1075 109: 200: 207; 201210); 
2912235 22) 220 2311230 2070 259 21, 201 2081200270 
273, 209, 280,2 FA 297; 309; 311, 319,319, 991, 341, 343, 349, 
347, 351, 353, 357, 309, 361, 367, 371, 375 3775 383) 385. 


D ror | os) x, 3, 5507, 9, 11:13,19, 17,121, 29,127; 39 90: SJ 40 49» 
51555, 00: 08,100, 0750: nra 00e C0 OI OMR OOP EU OS TOUS 
111, 117} 110 121020, 127; 1905107 1001407; LOT T0) LM 
163, 165, 167, 160, 195, 177, 181, 185, 187; 180, 191, 193; 199, 
197, 109, 201, 221, 225,291, 233, 243, 245, 249, 255, 259, 203, 
271; 2735 270, 287, 280 291; 290, 2973 300, 311, 319 210y J21) 
329, 331, 545: 33, 347, 351, 357, 301, 363, 373, 379, 381, 989. 


3090 TABLE IV. 


© TABLE IV. 


Table des formes linéaires des facteurs impairs des formes quadratiques æ°— Ay?° 
deA—=2 a Aro. 


IN IS 83 + 1,7. 


3 | 123 HI, 11. 


More x 0; 101107 


GMT 0 10,223; 


7 | 28z+:1,3, 9; 19, 26, 27. 


10 MAO OO) 27 OI DR 00 


| 44z+1,5, 7,9, 19, 25, 35, 37, 30, 43. 


19 M52z 0,0, 017: 29205027 20: 000 9» OP DE 


T4MbO <= Er, 00, ann. 20 IL 0 OT 00e 


1100 ZT, 7, it, 17e 400, 09% 09: 


17 6821, 09, 13,10, 10, 21,20, 39, 00049, 47:00:03, 007 00107 


10 0 RS 2: 0-10 10) 17P 20; 27 02e 00 40 DO ID OEM E DE 


JIM SE 1,0, 1020) 272 4e, 07e 00-105 60-180 


22 | 88z+ 71,3, 7, 0, 13, 271, 25, 27, 29, 39, 40, 99, 61, 63,67, 79, 79: 
81, 85, 87. 


2310222 1 7: 0 LT; 192 10, 0029 20 Me ON DE CIO TE 
ONCE 0; C0 10 Le 


26/1045 ET, 5,9 AT, 17,109, 21, 29,120, 97, 102 40-000, 007 07:00 OI 
85.85, By: 03, 03.100, 103. 18079. 9; >1995075879 ? 


NME EN CAO CO CEE Eee) be So: (0, 65. 
JT 03, 01108, LOTO ELO0O ME LL 


30 11203 + 1,7, 13, 37, 19, 20, 97; 49: 71 83, 91, 101, 103, 107, T19, 110. 


She AS rien) Ph, 9» 11; 100231025527, 33, T9; 40e 49, 20,100, 57e; 
79: 81:83, 91,197; 00: TOL 109 TI, 110) 110) 121, 123: 


33 | 182% 7, 17, 29, 20, 81, 39, 37, 41,49, 65, 67, 83, 01 90; 07 101, 


109,107 MO, MO Te 


34 | 13621, 3,5, 9,15, 19,125, 27, 20, 33,87, 45, ln, AAA 0e 
81, 87) 00; 101; 00 103,107, TO IT, 21, 200127; Te 133! 
199. 


140% + 1, 9,18, 17, 10,25, 29, 31 39,.43. 00. 07.98 Con tons 


100101 21208 7e TOO. 
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A7 1483 +1, 8, 7: 9) 11, 21, 25, 27) DE 0 RC ONCE 
HO MTTIAÈT 0, BD, 10), 99; 101, 107, 115, 11, 1200107 
137, 139, 141, 145 147. 
38 | 1523 + 1, 95 17, 13, 19, 17, 23, 25, 29, 31, 307 10 108 087100 1 
75) 79; Si, 83, 99; LS 109, Le sais 11, 123. 127, 120; 209, 
197, 199, 1413 149, 1914 
39 | 1563 + 1, 5 » 75 19, 20, 202001 90! fn, 49; Gn67 80 00 MO ana 
TS 125, TO, 133, 137, 149, HO 00e 
4x | 164 D R20 ON D 00107 43, 45 59, 61 
4x | 1643 + 1, 5, 9, 2x, 5 3 39, 43, 45, 19. 01 97,00: 
SEA 77» 81, 83, 87, 91 103. 103, 107, UT9), 115, 119, 191, 125, 
127, TONS 10. 139, 14 ARTE 155, 159, 103. 
42 | 1683 + 1, 11, 33; TT NTO 20 20) An An 035100, 70, 80, TOP DO Te 
127, 199, 143, 149, 157, 100,107, 167. 
HONTE ET, 0: 7 01 1007); 10,21; 200 27; 39, 41, 49, 51, 53, 55, 57, 
63, 71, 79, 81, 91, 97, “2 TOO TO UT LEON LOT 193, TO 
0 40 7e CO 100 100, 109 1006 100 100% M1 
HONOR EE 0 10 0 0 10, 20200 27000 070 UT On 19, GI Ste) se 
VE 75. 79; 8 8; 103, 105, 109, III, 191, 123, EDR 131, 199, É 30; 
143, 147, 149, 157, 159, 165, 169, 179, 177» 179; i8r, 183. 
47 |1882z+ 1, 9 Lu a Aie 19-21 29} 20: 91:09: 975 00 49: 1409: D 01, 
65, 6 ne. » 89; 91, 97» 99» 107, 107, Et 193, 127: 135, 
139, sf. 149, 151, 153, 107, 109,169, 107, 169, 191, 19 DE 
179» 18 7e 
noolze 0007 10, 20, 20) 1 008 AL 4710 0900 79; 89 QD td, 
121020 100, 140 00, De 1637 169, 179 175, 179, 191, 197, 
199, 203. 
53 | 2122 + 1, 7, 9, 11, 13, 19, 17, 25, 29, 350 LE be 19; D 20091008 
77, 81, 89, 91, fé 05, 97, 99; 105, TO MTL ELOE 117 119, 
121, 123, DOM LO 0 ET ON) TOO) 163, 165, 169, 159, 183, 
187, 199, 197; 199, 201, 203, 205, œhnie 
55 | »202+1,3,9, 13, 17, 19, 23, 27 39, 47, 49, 51, 57, 67, 60, gr 79 
81, 89, 10 TL TROT 100 D NT an 109, 100, 1715 
1793, 181, 193, 107 2015 209, 207; 2501 217; 2 
57 | 2283 +1 1,7 29; 20, 4:49 M 18, 18 Ce Sn TE El), 89, 107, 
AUS ci 139, 100; 10m 100 C0 00e 173, 1"5, 170, 
185 187, 199, 209, 221, 227 
58130 --ub 3:07. 10 11, 10,21 29; 204 271000: 1105 0070100 
DE 69, 71, 79, 77 81, 8b; , Eu TOB ITITS 121, 129, D 150, 
147, 151, 19D 197 LOS 163, LONPI0 0 TL 170 TS RÉ TQNTONS 
199, 209, 207, 209, Dit Che Pl PP 229, 2 231 
A — 59 | 2363 x; 9, 9; a 17, 21, 23, 29, 29, 31, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 53, 


DO SO 20 se 83, 85, 0100 0100, LT TRE, LAND 25 
131, 193, H, 145, 51 159 100 169, 179, 181, 183, 187, 189, 
191, 193, 199, 197; 209, 207, 217, DD TOITS 225, 207} 200 
299: 


3098 


Gx 


62 


TABLE IV. 


2443 +1,3,5,9; 13, 15, 19, 25, 27, 39, 41, 45, 47, 49, 57, 65, 73, 
75, 77» 81, 83, 95, 973 103, 107, 109, 113, 117, 119, 121; Hay 
125, 127, 181, 139, 137, 141, 147) 1499 161, 1 95 107: 200% 171) 
179, 187; Ion 197; 199, 203, 205, 217, 219, 229, 229, 2915 2002 
Ve 241, 243. 


2483 +1,09, 13, 15, 19, 21, 23, 25, 20, 33, 35, 37, 41, 49, 51, 23500: 
59, 61, 67, 77, 79: 81, 89, 97, 103, 113, 117, 119, 121, 127, 
129, 131, 139, 149, 151, 163, 167, 169, 171, 181, 187, 189, 199; 
19), 197, 199, 207, 211,213, 219, 219, 223, 229, 227, 220, 299, 
235, 239, Se 


2603 + 1, 29, 33, 37, 47, 40, 91, 57, 61, 63, 67, 69, 73, 70, 81 
nee 191, 193, 129, 131, 137, 139, 159, 163, 167, 
177; 179 181; 187, 191, 193, 197, 199, 209, 209, 211, 215, 
225 227201; 201,209 200; 


66 


67 


2643 + 1,5, 13, 7, 19, 25, 31,41, 43, Lo, 53, 50, 6x1, 65, 85, 95, 97» 
103, 109, 125, 139, 195, 161, 167, 169, 179, 199, 203, 209, 211, 
D1D 2210229, 2008 280 240 017 201,200 02 


26823, 0 ET, 17; 21, 20,027 207001 008 7 OO SE CD 
65, 93, 79, 77» 79) 81, 87, 89, 99, 9 99» TITI, 119, 119, 121, 
120,199 1475140, 1090 197; 1097821708 179) 181, 187, 180, 
om 100100 208-200 217 210, 220) 2312230207 230211 
2492470200, 2074200200 2007207 


276% + 1, 5, 11, 13, 17, 25, 31, 49, 53, 55, 65, 73, 83, 85, 89, 107, 
ITA IST, 129 127, 189, 197 190, LA L40 OI 100 09100 
189, 101 109 209, 201 221220 2075240, 0202 200 12400200; 
ny Co) 


280 2 -LT, 09, 00; 7; 20: 27 39 O7 0000 000 7 OT RES 
93, 97; 99, 101, III, 121, 127, 193, 199, 169, 170, 181, 183, 187, 
197, 199-207, 211, 219, 227, 229, 243, 247, 249, 253, 257, 263, 
209, 271, 277, 279: 


2842 + 1,5, 7, 9, 1x, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 39, 45, 47, 4o, 5r, 55, 5: 
59, Gé: OH TE RC 89 99, 101, 109, de ee F298 de 
127, 129, 139, 145, 155, 157, 190, 161, 163, 169, 175, 183, 185, 
199, 203,207, 211, 217, 221, 220, 227, 229, 233, 299, 297, 2303 
245, 247, 249, 253, 255, 259, 261, 273, 279, 277, 279, 283. 


292% + 1, 3, 9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, 41, 40, 55, 57, 61, 65, 67, 60, 
71 79; 77: 79: 1; 89589, O1, 97, 109, 109, III, 119, 121, 1923, 
127, 137, 149, 149, 107, 149, 195, 169, 160, 191, 173, 18r, 183, 
187, 109, 201, 203, 207, 271, 213, 215, 217, 221, 223, 225, 227, 
231,235, 237, 243, 251, 255, 257, 265, 267, 269, 273, 283, 280, 
291. 


_ 


2062/#"T, 5, 7» 0: 19, 19: 20 2703 00 M Un A DE 0 
61, 63, 65, Gg, 71, 73, 81, 91, 93, 92, 109, 119, DR 
131, 133, 137, 149, 151, 159, 163, 105, 169, 171, 175, 179, 187, 
201, 203, 209, 215, 223, 225, 227, 231, 233, 235, 237, 245, 247, 
249, 251, 253, 255, 261, 263, 267, 271, 277, 283, 287, 280, 201, 
299. 


Le. éd 
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97| 3082 + x, 9; x3, 25, 17, 19, 23,25, 37, 4x, 53, 61, 67, 91, 73, 81, 83 
87, 93, 107, 119, 117, 199, 131, 135, 187, sure 149, 153, 
195, 163, 167, 169, 171, 173, 177, 179, 191, 19, 207200; 227, 
29071227 230-1207; de 247, 209, 267, 271, 283, 285, 289, 297, 
293, 209, 209, 307. 


78 | 3123 + 1,7, 11, 23, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 40, 53, 59, 77, 83, 85, 89, 
GOT T0 MTS O0 LOT OM Te, M TOR PON, Su 
217, 223, 227, 229, 235, 255, 259, 263, 269, 271, 275, 28r, 283, 
287, 289, 301, 309, 3rr. 


79 | 31623 + 1, 3, 5, 739 19 10212027; 307130 40 0, A7 40: PO US, 
65, 71, 73, 79, 81, 89, 91, 97; 101, 103, 105, 107, Di LOU 
125, 127, 129, 135, 199, 141, 147, 169, 175, 177, 181, 187, 180, 
ce 199, 100) 209, 211, 213, 215, 219, 225, 227, 235, 241, 243, 
2455 297,200, 257, 207,260, 271 270% 2 281, 289, 291, 209 
Se do sua da OU RU T 


S2/ 267 Pr, 0, 0, 11, 13, 19, 23:20, 27» 297 21, 33 30) 23110002 100 
67, 69:.73, 79, 815,89, 87,103; 09 101, 109, 100, fu HN, ni 
119, 121, 127, 149, 147; 149, 197 199; 109, 171, 179, 181, 189, 
201, 207, 200, 211, 219, 219; 229, 220, 227, 220; 23 241, 243, 
247, 253, 255, 259, 261, 271, 275, 270, 289, 293, 295, 207, 290, 
301, 309, 302, 300.919, 3273 219; 329, 927- 


83 | 3325 +1, 9, 19, r7, 19, 21, 29, 20, 33, 39, 37, 30, 41, 43, 47, 49» 55, 
601055 677100; 91 72170 AOL, 01 02: 108 107-100 ML Eros 
121, 199, 139, 149 1993 199, 199, 161, 163, 169, 171, 173, 177; 
170 189 103, 107, 211, 217. 210: 229, 220, 220,220 21-2010 
293, 299, 261, 263, 265, 267, 271, 277, 283, 285, 289, 291, 293, 
209,207 209 303: 907) SL 019 10 007: 220 DO 


SD More 0, 7,10, 10, 21029, 270087. (0-07: 20108: 109 70 10m 100 

97: TON 107 DT: APT 133, MAT TO UT 161, 163, 
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327 920 Col 200 007040, 347, 340: 221, 99790 207, 2 0708 
379: 


© 
Ne] 
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